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Vorwort 



Q) 



Die Anordnung des Stoffes in dem vorliegenden Lehr- 
buche der elementaren Planimetrie wurde wesentlich durch 
die Erwägung bedingt, dafs es zweckmäfsig sei, mit der 
Betrachtung derjenigen Figuren und der Entwickelung der- 
jenigen Begriffe zu beginnen, die am frühesten in den Kreis 
unserer Vorstellungen treten. Dahin gehören die Kreislinie, 
der Streifen, das Streifensystem und die Begriffe der Sym- 
metrie, der Kongruenz, der Gleichheit, der Ungleichheit. 
Dafs beispielsweise der Schüler, der tagtäglich in seinen 
Heften ein Streifensystem vor Augen hat, so lange hin- 
gehalten wird, bis er das Streifensystem zur Teilung der 
Strecke benutzen lernt, dürfte ein Fehler sein. Andererseits 
war bei der Stoffverteilung der Wunsch mafsgebend, Zu- 
sammengehöriges möglichst in einem und demselben Ab- 
schnitte zu behandeln. 

Die Begriffe der Kongruenz, der Gleichheit und der 
Ungleichheit fahren bei Gebilden, die sich ins Unendliche 
^ erstrecken, zu einer Schwierigkeit, deren Beseitigung bei der 
^ Betrachtung der Winkel nicht mehr zu umgehen ist. Am 
natürlichsten gelangt man zur Lösung des Knotens, wenn 
man den Winkel als Grenze des Sektors aufifaTstj thatsäch- 
o lieh wird er ja, wie man ihn auch sonst definieren mag, wie 
-^ ein Sektor gemessen und verglichen. Man wird so zu dem 
y Grundsatze gedrängt, bei der Vergleichung der Winkel 
Streifen und Streifenhälften nicht zu berücksichtigen, ein 
Grundsatz, der das Parallelenaxiom enthält und sich mit 
dem Simonschen Axiome deckt, dafs die Gesetze des End- 
lichen für das Unendliche gelten sollen.*) 



*) „Die Elemeüte der Planimetrie mit Rücksicht auf die absolute 
Geometrie'', von Dr. Max Simon, Strafsburg 1890. 



IV Vorwort 

Die nicht naher begründete Übertragung der Sprache 
der Algebra auf das Gebiet der Geometrie mufs an manchen 
Stellen zu Unklarheiten fuhren; besondere Sorgfalt wurde 
daher auf den Ausbau der geometrischen Zeichensprache 
verwendet. 

Die Eieisberechnung wurde mit der Berechnung der 
Kreisfläche begonnen^ da die Anschauung wohl f& die 
Maiszahl des Inhaltes , nicht aber für die des Umfanges^ 
zwei Grenzen in den MaTszahlen des ein- und des um- 
geschriebenen Vielecks unmittelbar zu erkennen vermag. 

Die harmonischen Strahlen wurden unabhängig von den 
harmonischen Punkten definiert^ und zwar olme Zuhilfe- 
nahme von goniometrischen Funktionen. Die gegebene De- 
finition hat den Vorteil^ von vornherein auf das Gesetz der 
Reziprozität hinzuweisen und ohne weiteres zu dem Haupt- 
satze über harmonische Punkte und Strahlen zu föhren. 

Von der Kongruenz der Dreiecke als Beweismittel 
wurde weniger Gebrauch gemacht^ als es sonst üblich ist. 
Einerseits findet dies in der Anordnung des Stoffes seine 
natürliche Erklärung; andererseits aber dürfte das hier be- 
liebte Beweisverfahren meistens in engerer Beziehung zu der 
Sache selbst stehen und auch zur Entwickelung des An- 
schauungsvermögens mehr beitragen. Übrigens dürfte es als 
eine nüteliche Übung zu empfehlen sein^ bei Wiederholungen 
die Beweise möglichst unter Anwendung von Kongruenz- 
sätzen zu führen. 

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. Max 
Simon ^ spreche ich auch an dieser Stelle meinen verbind- 
lichsten Dank für das warme Interesse aus, das er mir bei 
der Abfassung der vorliegenden Schrift bethätigt hat. Meinem 
Kollegen, Herrn Oberlehrer Braesch, bin ich für seine 
Unterstützung bei der Durchsicht der Korrekturbogen zu 
Danke verpflichtet. 

Münster i. E., im November 1900. 

W. Pflleger. 
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Erstes EapiteL 

Die Raumgebilde. 



§ 1. Der Korper. 

Was auf unsere Sinne einwirkt oder unter gewissen 
Umstanden auf unsere Sinne einwirken kann^ heifst Stoff- 
körper. Jeder Stoffkörper nimmt einen bestimmten Platz 
(Ramn) ein, der nicht gleichzeitig der Platz eines andern 
Stoffk(H^ers sein kann.. Man sagt daher, die StoflTkörper 
seien undurchdringlich. 

Der von einem Stoff^körper eingenommene Platz heifst 
geometrischer Körper oder Körper schlechthin. Wenn 
ein StoflTkörper sich fortbewegt, so entspricht ihm in jeder 
neuen Lage ein neuer geometrischer Körper. Einzelne dieser 
Körper durchdringen sich, andere liegen nebeneinander. Die 
geometrischen Köfper sind also nicht undurchdringlich. Das, 
was zwei sich durchdringenden Körpern gemeinschaftlich ist, 
ist wieder ein geometrischer Körper. 

Durch die Betrachtung der Stoff'körper erwerben wir 
die Fähigkeit, uns Vorstellungen von geometrischen Körpern 
zu bilden, 

Übungen zu § i. 

1. Man führe Beispiele von Stoffkörpem an, die nur 
durch Vermittelung 1) des Gesichtsinnes, 2) des Tastsinnes, 
3) des Geruchsinnes wahrgenommen werden. 

2. Welcher Sinn ist allein bei der Wahrnehmung eines 
Gestirnes beteiligt? 

3. Unter welchen besondem Umstanden wird die Luft 
vermittelst des Tastsinnes wahrgenommen? 

Pflieger, Elementare Planimetrie. 1 



2 I. Die Eaumgebilde. 

4. Warum ist der im Wasser schwimmende Fisch kein 
Beweis gegen die Undurchdringlichkeit der Stoff körper? 

5. Was soll damit gesagt werden, wenn nach dem ge- 
wöhnlichen Sprachgebrauche von einem Naturkörper be- 
hauptet wird, dafs er sich in einem andern Naturkörper 
befinde? 

§ 2. Die Fläche. 

1. Wenn man in ein Gefäfs Wasser und Ol giefst, so 
breitet sich das Ol über dem Wasser aus, und es zieht sich 
zwischen beiden Stoffkörpem eine Grenze hin, die weder 
ein Bestandteil des einen, noch ein Bestandteil des andern 
ist; sie bezeichnet zugleich das Ende des einen und den 
Anfang des andern Stoffkörpers. Dieselbe Grenze trennt 
auch die geometrischen Körper, welche den betrachteten 
Stoffkörpem entsprechen. Wie zwischen dem Öl und dem 
Wasser, so besteht auch eine Grenze zwischen dem Öl und 
dem Glase und zwischen dem Ol und der Luft. Diese drei 
Grenzen bilden zusammen die vollständige Grenze des Öl- 
körpers und des ihm entsprechenden geometrischen Körpers. 

Die gemeinschaftliche Grenze zweier Körper und die 
Grenze eines Körpers nennt man Fläche. Die als Grenze 
eines Körpers beiiachtete Fläche heifst auch die Oberfläche 
desselben. 

2. Das Wasser und das darüber gelagerte Ol kann man 
als einen einzigen Stoffkörper, die dem Öl und dem Wasser 
entsprechenden geometrischen Körper als einen einzigen geo- 
metnschen Körper betrachten. Die beiden Teile des neuen. 
Körpers haben eine Fläche als gemeinschaftliche Grenze, sie 
heifst eine Querfläche des Körpers. Man kann je zwei 
Körper mit gemeinschafüicher Grenze als einen einzigen 
Körper auffassen, aber auch umgekehrt jeden Körper durch 
eine Querfläche in zwei Teükörper zerlegt denken. 

Ein durch eine Querfläche geteilter Körper kann durch 
eine zweite Querfläche geteilt gedacht werden. Diese ist 
entweder für die beiden Teükörper, die durch die erste Quer- 
fläche bestimmt werden, oder nur für den einen von ihnen 
eine Querfläche. So kann jede neue Querfläche des Ur- 
körpers für mehrere seiner Teilkörper oder nur für den einen 
von ihnen eine Querfläche sein. Sie kann aber auch für 
einzelne Teilkörper eine mehrfache Querfläche sein. 
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3. Da eine Fläche die Grenze eines Körpers ist, so ist 
die Vorstellung einer Fläche unzertrennlich mit der eines 
Körpers verknüpft. Die erste Vorstellung ist ohne die zweite 
nicht möglich, sie wird aber stets durch die zweite gegeben. 

Das dünnste Blatt ist ein StoflFkörper; es genügt aber, 
um die Vorstellung einer Fläche hervorzurufen. In diesem 
Sinne kann man sagen, dais ein dünnes Blatt eine Flädie 
veranschauliche. 

Übungen zu § 2. 

1. Inwiefern veranschaulicht ein Bleistift zwei StofiT- 
körper, die eine gemeinschaftliche Grenze besitzen? Führe 
-weitere Beispiele von Stoffkörpem an, die eine gemeinschaft- 
liche Grenze haben. 

2. Inwiefern ist auf der Erdoberfläche die Oberfläche 
jedes StoflFkörpers eine gemeinschafüiche Grenze von zwei 
StoflFkörpem? 

3. Man führe Beispiele von StofiFkörpem mit gemein- 
schaftlicher Grenze an, die wir als einen einzigen Stoffkörper 
zu betrachten pflegen (siehe Nr. 1). 

4. Man untersuche an einem Stoffkörper, in wieviel 
Teilkörper er durch zwei Querflächen zerfäUt, 1) wenn die 
zweite Querfläche nur für einen der Teilkörper, die durch 
die erste bestimmt werden, eine Querfläche ist, 2) wenn die 
zweite Querfläche für jeden dieser Teilkörper eine einfache 
Querfläche ist. 

5. In wieviel Teüe wird ein Körper durch zwei Quer- 
fiächen zerlegt, wenn die zweite für jeden der Teükörper, 
die durch die erste Querfläche bestimmt werden, eine zwei- 
fache Querfläche ist? 

§ 3. Die Linie. 

1. Die Fläche, die ia einem Glasgefäfse die Grenze 
zwischen dem Wasser und dem Öl bUdet, erstreckt sich bis 
an die Grenzfläche zwischen dem Gefäfskörper und den 
Flüfsigkeiten. An beiden Flächen entlang zieht sich eine 
für beide gemeinschaftliche Grenze hin, die weder ein Be- 
standteil der einen Fläche, noch ein Bestandteil der andern 
ist, ebensowenig wie sie ein Bestandteil der drei Körper ist, 
die in ihr zusammenstofsen. 

1* 



4 I. Die Raamgebilde. 

Ist die Wand des Gefäfses ein Spiegel, so sieht man 
sowohl die Flüfsigkeiten als auch ihre gemeinschaftliche 
Grenze sich hinter dem Spiegel fortsetzen. Das, was zuerst 
als Grenze zwischen zwei Flächen oder als Grenze einer 
Flache aufgefafst wurde, erscheint dann als das Gemein- 
same zweier Flächen, die sich durchdringen, nämUch der 
gemeinschaftlichen Grenzfläche der Flüfsigkeiten und ihrer 
Spiegelbilder einerseits, und der Fläche, die den Spiegel von 
den Flüfsigkeiten scheidet, anderseits. 

Die Grenze einer Fläche, die gemeinschaftliche Grenze 
zweier Flächen und das Gemeinsame von zwei sich durch- 
dringenden Flächen nennt man Linie. Bei der letzten 
Auffafsung der Linie heifst diese auch die Schnittlinie oder 
der Durchschnitt von zwei Flächen. 

2. Ebenso wie zwei Körper mit gemeinschaftlicher 
Grenze als ein einzigei: Körper aufgefafst werden können, 
kann man auch je zwei Flächen mit gemeinschaftlicher 
Grenze als eine einzige Fläche betrachten. Diese gemein- 
schaftliche Grenze der Urflächen teilt die neue Fläche in 
zwei Teilflächen und heilst deswegen eine Querlinie derselben. 
Umgekehrt kann man jede Fläche durch Querlinien in be- 
liebig viele Teilflächen zerlegt denken. Jede neue Querlinie 
einer schon geteilten Fläche ist für mehrere der bereits vor- 
handenen Teilflächen oder nur für eine einzige unter ihnen 
eine Querlinie. Sie kann auch für einzelne Teüflächen eine 
mehrfache Querlinie sein. 

Die QuerUnien einer Fläche sind Grenzen für deren 
Teile, aber nicht für die Fläche selbst. Die Oberfläche 
eines Körpers ist daher stets unbegrenzt, selbst wenn sie 
durch QuerHnien geteilt wird. Die QuerKnien einer be- 
grenzten Fläche werden entweder durch die Grenze der 
Fläche begrenzt oder sind unbegrenzt. Querlinien einer un- 
begrenzten Fläche sind stets unbegrenzt. 

3. Die Vorstellung einer Linie ist mit der Vorstellung 
einer Fläche, also auch mit der eines Körpers, unzertrennlich 
verbunden. Denken wir uns durch einen Körper eine Quer- 
fläche gelegt, so erscheint auch seine Oberfläche in zwei 
Teile geteilt. Die Vorstellung, die wir so von einer Linie 
erhalten, bleibt unverändert bestehen, wenn wir von dem 
Körper Teile abtrennen, wofern nur keiner dieser Teile an 
die betrachtete Linie grenzt. Setzt njan die Abtrennung 
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solcher Teile weit genüg fort, so bleibt von dem Körper ein 
dunner Rest zurück, der uns zu der Aussage berechtigt, 
dafs eiö feiner Faden oder ein Strich mit einer feinen Spitze 
uns die Vorstellung einer Linie gebe. 

Übungen zu § 3. 

1. Unter den folgenden Stoffkörpem suche man aus: 
1) diejenigen, deren Oberflache naturgemäfs als aus mehreren 
Flächen zusammengesetzt aufgefafst wird, 2) die Körper, 
deren Oberfläche ungeteilt erscheint: ein Ei, ein Würfel, eine 
Pyramide, eine Kugel, eine Halbkugel, ein Kegel, ein Ver- 
gröfserungsglas. 

2. Zu welcher Art von Querlinien gehören die Parallel- 
kreise und der Aqttator eines Globus, zu den begrenzten 
oder unbegrenzten? 

3. Zu welcher Art von Flächen gehört die nördliche 
Halbkugel eines Globus? 

4. Eine Fläche soU durch zwei Querlinien so geteilt 
werden, dafs jede derselben für jede der Teilflächen, die 
durch die andere Querlinie bestimmt werden, eine zweifache 
Querlinie ist. 

5. Eine Fläche soU durch Querlinien so geteilt werden, 
dafs jede später gezogene für jede der bereits vorhandenen 
Teilflächen eine einfache Querlinie ist. 

6. Man teile eine begrenzte Fläche durch zwei unbe- 
grenzte und eine begrenzte Querlinie. 

§ 4. Der Punkt 

Teilt man einen Körper durch eine Querfläche in zwei 
Teile, und legt man diese in ihrer ursprungKchen Lage an- 
einander, so erscheint die Oberfläche des Körpers durch eine 
Querlinie in zwei Teile zerlegt. Wenn man dann durch den 
Körper eine Zweite Querfläche legt, welche für jeden der 
bereits vorhandenen Teilkörper eine Querfläche ist, so 
erhält man auf der Oberfläche des wieder zusammengesetz- 
ten Urkörpers eine zweite Querlinie. Jede Querlinie wird 
durch die andere geteilt. Das Gemeinsame beider Linien 
kann auch als Grenze der in ihm zusammenstossenden Teil- 
linien oder als Grenze einer solchen TeUlinie aufgefafst 
werden. 



6 I. Die Raomgebilde. 

Die Grenze einer Linie, die gemeinschaftliche Grenze 
zweier Linien und das Gemeinsame zweier sich kreuzenden 
Linien nennt man Punkt. Bei der letzten AuffaTsung heilst 
der Punkt auch der Durchschnitt oder der Schnittpunkt 
beider Linien. 

Man kann sich jede Linie durch Punkte in beliebig 
viele Teüe zerlegt denken. Jeder neue Pimkt, der auf einer 
bereits geteilten Linie angenommen wird, teilt eine einzige 
unter den bereits vorhandenen TeUlinien. 

Ein Punkt wird durch zwei sich kreuzende dünne Fäden 
oder feine Striche veranschaulicht. 

Übungen zu § 4. 

1. In wieviel Teüe zerfällt eine Linie durch 3, 4, 5 auf 
ihr angenommene Punkte, 1) wenn die Linie unbegrenzt, 
2) wenn die Linie begrenzt ist? 

2. Um wieviel nimmt die Anzahl der Teillinien zu, 
wenn die Anzahl der angenommenen Punkte mn 1 ver- 
mehrt wird?! 

3. In welcher Beziehung steht die Anzahl der Teülinien 
zur Anzahl der angenonamenen Punkte, 1) wenn die be- 
trachtete Linie unbegrenzt, 2) wenn sie begrenzt ist? 

4. In wieviel Teile zerfallt eine begrenzte Fläche durch 
zwei Querlinien, 1) wenn beide begrenzt sind, und jede die 
andere in zwei Punkten schneidet, 2) wenn die eine Quer- 
linie begrenzt, die andere unbegrenzt ist, imd jede von der 
andern in zwei Punkten geschnitten wird? 

5. In wieviel Teile zerfallt eine unbegrenzte Fläche 
durch drei Querlinien, wenn die beiden ersten sich nicht 
schneiden, aber von der dritten in je zwei Punkten geschnitten 
werden? 

|§ 5. Beziehungen der BaumgeMIde. 

1. Der Körj3er, die Fläche, die Linie und der Punkt 
heifsen ßaumgebilde. 

Ist von mehreren gleichartigen Raumgebüden die Rede, 
so müssen sie durch Namen unterschieden werden. Man 
pflegt jeden Punkt durch einen grossen lateinischen Buch- 
staben, jede Linie nach ihren Endpunkten oder durch einen 
kleinen lateinischen Buchstaben, jede Fläche nach Punkten 
auf ihrer Grenze oder nach einem ihrer Punkte aufserhalb 
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der Grenzlinie zu benennen. So spricht man beispielsweise 
von dem Punkte A, der Linie FQ, der Linie a, der Flache 
ABCy der Fläche M. 

2. Nimmt man auf der Linie AB zwei Punkte G und 
D an, so kann man auf der Teillinie CD wieder zwei Punkte 
annehmen, und man kann sich dies Verfahren ohne Ende 
fortgesetzt denken. Zwischen je zwei Punkten von AB, sie 
mögen so nahe beieinander liegen, wie man wUl, giebt es noch 
unzählig viele andere Punkte. Zu keinem Punkte der Linie 
kann ein unmittelbarer Nachbarpunkt angegeben werden: je 
zwei Punkte werden durch eine Teillinie getrennt, wie klein 
diese auch sein mag. Die Gesamtheit der Punkte von A B 
ist eine Menge von getrennten, die Gesamtheit der Teü- 
linien von AB eine Menge von unter sich zusammen- 
hängenden Gebilden. Die Linie AB trägt die Gesamt- 
heit ihrer Punkte, aber sie wird gebildet durch die Gesamt- 
heit ihrer Teillinien. 

Wenn ein Punkt P sich von dem einen Endpimkte der 
Linie A B bis zu dem andern fortbewegt, ohne die Linie zu 
verlassen, so ist -45 das Büd des von P durchlaufenen 
Weges; man sagt daher, der Punkt beschreibe bei seiner 
Bewegung die Linie AB. So kann man sich jede Linie 
durch einen Punkt beschrieben denken. Das Spinnorgan der 
sich von einem Baume herablassenden Saupe, die glühende 
Spitze eines rasch bewegten Streichholzes veranschaulichen 
Punkte, die durch ihre Bewegung eine Linie erzeugen. 

3. Denkt man sich durch eine Fläche Querlinien ge- 
zogen oder durch einen Körper Querflächen gelegt, so fuhrt 
die Betrachtung zu einem ähnlichen Ergebnis wie vorhin. 
Die Querlinien der Fläche und die Querflächen des Körpers 
sind getrennte Gebilde, die durch sie begrenzten Teilflächen, 
beziehimgsweise Teilkörper, hängen zusammen. Die Fläche 
ist die Trägerin ihrer Querlinien und der LibegriflF ihrer 
Teüflächen; der Körper der Träger seiner Querflächen und 
der Inbegriff seiner Teilkörper. 

Eine Linie, welche so über eine Fläche hingleitet, dafs 
während der Bewegung jeder Pimkt der Linie auch der 
Fläche angehört, beschreibt die Fläche. Der dünne Draht, 
der ein Stück Seife durchschneidet, die Speiche eines in 
rascher Drehung befindlichen Eades versinnlichen die Er- 
zeugung einer Fläche durch die Bewegung einer Linie. Wird 
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ein dünnes Stüdc Blech an einem Stabe befestigt und durch 
rasche Drehung des Stabes bewegt, so wird die Erzeugung 
eines Körpers durch die Bewegung einer Fläche zur An- 
schauung gebradit. 

Übufiigen zu § 5. 

1. Welches Baiungebilde kann eine Fläche mit einer 
linie gemein hab^ wenn von der Linie kein Teil in der 
Flache liegt? 

2, Welche Eaumgebüde können drei Flachen gemein- 
sdtaßlich sein, wenn von keiner der drei Flächen ein Teil 
in einer der beiden andern hegt? 

3* Man führe Beispiele an und stelle Vorriditungen her, 
durdi welche die Erzeugung einer Linie durdi einen Punkte 
die Erzeugung einer Flädie durch eine Linie, die Erzeugung 
einies Körpers durdi eine Fläche zur Anschauung gebradit wird. 



Zweites EapiteL 

Die Strecke und die ebene Fläche. 



§ 6. Die Strecke. 

1. Die gleichzeitige Vorstellung von zwei Punkten A 
und B fuhrt unmittelbar zu dem Begriff ihrer kürzesten Ent- 
fernung, die kurzweg als ihr Abstand bezeichnet wird (Fig. 1). 

Der Abstand zweier Punkte 

kann durch einen dünnen Faden j ■■■! 

versinnlicht werden, der zwischen pj^ i 

beiden Punkten ausgestreckt 

wuxl Die Linie, welche den Abstand zweier Punkte zur An- 
schauung bringt, wird daher Strecke genannt. 

Unter den unzählig vielen Ldnien, die durch die ge- 
gebenen Punkte Ä und B begrenzt werden oder Ä mit B 
verbinden, ist die Strecke die kleinste; sie heilst deswegen 
auch die Verbindungslinie der beiden Punkte schlechthin. 

Zwei Punkte bestimmen eine einzige Strecke. 

Zur Veranschaulichung einer Strecke kann man sich der 
Kante eines Lineales bedienen. Dieses wird daher zum 
Zeichnen von Strecken gebraucht. 

2. Wird auf der Strecke Ä B der Punkt C angenommen, 
(Fig. 2) so zerfallt AB in die 

Strecken AC unA CB. Von ^ "^ B 

jeder dieser Strecken sagt man, sie p.^ 2. 

sei kleiner als AB, in Zeichen: 

AC <AB \md CB <AB. Umgekehrt wird A B gröiser 

als jede der Strecken AC und CB genannt, in Zeichen: 

AB> AC Mad AB> CB, 

Man kann sich vorstellen, dass die Strecke AB von 
einem Punkte C beschrieben wird, der sich auf der Strecke 
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von A aus fortbewegt, bis er schliefslieh sich mit B deckt. 
Für jede Zwischenlage des Punktes C ist AC <AB; in 
dem AugenbKck, wo C mit B zusammenfallt, werden die 
Strecken -4. C und -4 5 einander gl eich, in Zeichen: -4 C= AB. 
Jeder Teil jeder der beiden Strecken deckt sich dann mit 
je einem einzigen Teile der andern, die beiden Strecken 
decken sich. Zwei Strecken, die nicht gleich sind, heifsen 
ungleich, in Zeichen 4=- 

Wenn von zwei Strecken AB und CD keine die andere 
oder einen Teü der andern deckt, so können sie nicht un- 
mittelbar verglichen werden. Man vergleicht dann die eine 
von ihnen mit einer dritten Strecke, welche der andern 
gleich gewählt wird. Ist diese dritte Strecke gleich AB, 
aber kleiner als CD, so ist auch AB < CD; ist die dritte 
Strecke gleich CD, so ist ebenfalls A B ^ C D; ist die dritte 
Strecke gröfser als CD, so ist auch AB> CD. 

Zur Herstellung einer solchen dritten Strecke benutzt 
man den Zirkel, der soweit geöffnet wird, dals die eine Spitze 
auf J. und zugleich die andere auf JB gesetzt werden kann: 
die Verbindimgslinie der Zirkelspitzen ist dann der Strecke 
AB gleich. Setzt man mm bei unveränderter Zirkelöffnung 
die eine Spitze auf C, so sind drei FäUe möglich: entweder 

läfst sich die andere gleich- 
-^ -^ zeitig auf D setzen, dann ist 

" ^ AB= CD (Fig. 3); 

oder die zweite Spitze kann 

^ lg auf einen von D verschie- 

^ {^ denen Punkt der Strecke CD 

Rg. 4. gestellt werden, dann ist 

AB < CD (Fig. 4); 

^ oder keine dieser beiden Mög- 
lichkeiten tritt ein, dann ist 
AB> CD (Fig. 5). 

Je nachdem AB = CD oder AB ^ CD ist, sagt man, der 
Abstand der Punkte A und B sei dem der Punkte C imd 
D gleich oder von diesem Abstände verschieden. Die Strecke 
ist daher das Mafs für den Abstand ihrer Endpunkte. 

Eine Strecke PQ, welche gröfser als CD ist, z. B. die 
Kante eines hinreichend langen Lineales, kann stets so auf 
CD gelegt werden, dafs sie durch C und D in drei Teile 



Fig. 8. 
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Fig. 5. 
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zerlegt wird. Der mittlere Teil ißt die gegebene Strecke 
selbst, die beiden andern nennt man Verlängerungen von 
C D oder D C: der an C angrenzende Teü heifst Verlängerung 
von D C, den an D angrenzenden nennt man Verlängerung 
von CD. Eine Strecke verlängern heilst demnach: von 
einem ihrer Endpunkte aus eine zweite Strecke so ziehen, 
dafs beide eine einzige Strecke bilden. 

In dem dritten der oben angeführten Fälle kann man 
die eine Zirkelspitze auf C imd die andere gleichzeitig auf 
einen Punkt der Verlängerung von CD stellen. 

Eine Lanie, welche aus Strecken zusammengesetzt ist, 
ohne selbst eine Strecke zu sein, heifst gebrochene Linie. 
Linien, die weder Strecken noch gebrochene Linien sind, 
nennt man krumm. 

3. Eine Linie AB sei durch einen biegsamen Draht 
dargestellt. Durch Umbiegen können die Endpunkte A und 
JB, und von diesen aus fortgesetzt gleiche Teile von AB 
zur Deckung gebracht werden, bis sich schliefsUch jedes 
Teilchen von AB mit je einem einzigen Teilchen der Linie 
AB deckt, und diese eine doppelt gelegte Strecke bildet. 
Ein beliebig auf AB gewählter Punkt Uegt dann auf dem 
Punkte, dessen Abstand von B gleich seinem eigenen Ab- 
stände von A ist. Ein einziger Punkt deckt sich mit keinem 
andern, nämlich der gemeinschaftliche Grenzpunkt der zuletzt 
zur Deckung gebrachten Teilchen. Dieser Punkt teilt AB 
in zwei gleiche Teüe und heifst 
deswegen der Mittelpunkt . , 

von A B (Fig. 6). Man kann ^ ^ ^ 

also für jede Art von Linien ^^^- ^• 

den Satz aussprechen: 

Jede Linie hat einen einzigen Mittelpunkt. 

•• 

Übungen zu § 6. 

1. Man vergleiche mit Hufe des Zirkels jede der drei 
Strecken a, h und c mit jeder andern. 

2. Wieviel Vergleichungen sind mindestens, wieviel 
höchstens erforderlich, um zu entscheiden, welche von drei 
gegebenen Strecken die kleinste, welche die grösste sei? 

3. Wenn a <c und & > c ist, welche Beziehung besteht 
zwischen a und 6? 
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4. Drei Strecken a, b und c zu zeichnen, so da(s 
Ä > c> fe ist. 

ö. Man suche auf der Oberfläche von Körpern Beispiele 
von Strecken, gebrodienen und krummen Linien. 

6. Wenn auf der Strecke AB Sie Punkte P, Qy R und 
S angenommen werden, welche Strecken erscheinen verlängei"t> 
welche Strecken sind Verlängerungen von 8 U, und von welchen 
Strecken ist RS eine Verlängerung? 

7. Eine einmal gebrochene Linie zu zeichnen, die kleiner 
als eine gegebene, dreimal gebrochene Linie ist. 

8. Jede gebrochene Linie ist gröfser als die 
Strecke, die ihre Endpunkte verbindet. 

9. Wieviel Strecken werden durch 3, 4, 5 Punkte be- 
stimmt? 

10. Nach welcher Regel kann man aus der Anzahl der 
gegebenen Punkte die Anzahl der durch sie bestimmten 
Strecken berechnen? 



§ 7. Die Differenz und die Summe tou Strecken. 

1. Wenn zwei Strecken AB und CD gegeben sind, so 
ist es mit Hilfe des Zirkels und des Lineales immer möglich, 
eine dritte Strecke, die AB gleich ist, so zu legen, dais sie 
mit CD einen Endpimkt gemein hat, und entweder sie selbst 
ein Teil von CD ist, oder CD ein Teil von ihr. Ist eine 
dieser Lagen hergestellt, so sagt man: AB ist auf CD ab- 
getragen (Fig. 7). 

^ ^ &_ J^ 



A Jß 

d 



Fig. 7. 

Mit Hufe des Zirkels und des Lineales kann man 
die Strecke AB ^o verlängern, dals ihre Verlängerung der 
Strecke CD gleich ist. Man sagt dann: CD ist auf der 
Verlängerung von AB abgetragen. 

2. Ist a auf h oder h auf a abgetragen, so erscheint 
die grössere der beiden Strecken in zwei Teile geteüt, deren 
einer die kleinere selbst ist; der andere Teil heilst die 
Differenz der gegebenen Strecken. Die Differenz ist also die 
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Strecke, um welche man die kleinere verlängem muis^ oder 
welche man um die kleinere verlängern muTs, um die gröfsere 
zu erhalten. Sie ist auch die Strecke, um welche man die 
gröfsere vermindern muls, um die kleinere zu eriialten, und 
zugleich die Strecke, die man erhält, wenn man die gröfsere 
um die kleinere vermindert. 

Das Abtragen einer Strecke auf einer andern bezeichnet 
man als eine Subtraktion beider. Die gröfsere der ge- 
gebenen Strecken heifst Minuend, die kleinere Subtrahend. 
Ist a der Minuend, h der Subtrahend, so wird die Auf- 
forderung zur Subtraktion durch a — & (gelesen: a minus 6), 
die DüBFerenz selbst durch {a — &) oder, wenn kein Mifs- 
verständnis entstehen kann, ebenfalls durch a — h ausge- 
drückt Die Strecke (a — 6) giebt an, um wieviel & kleiner als 
a ist, sie selbst ist um i kleiner als a. 

Die Differenz (a — 6) kann durch Abtragen von a auf b 
oder von & auf a erhalten werden, und zwar kann jede 
dieser Abtragungen auf zwei Arten erfolgen. Das Ergebnis 
einer Abtragung lälst jedoch nicht erkennen, auf welche 
Weise sie ausgeführt wurde. Wir werden somit zu der 
Annahme gezwungen, dafs alle Arten des Abtragens zu 
gleichen Differenzen führen. Man spricht dies in dem Satze 
aus: die Differenz ist ein eindeutiger Begriff. 

Aus dem Begriff der Differenz ergiebt sich, dafs gleiche 
Strecken keine Differenz haben. Stellt man sich nun vor, 
dais von den beiden Strecken a und h die kleinere wachse, 
so führt die Vergleichung beider zu dem Begriff der Diffe- 
renz, wenn h den Wert a noch nicht erreicht oder diesen 
Wert schon überschritten hat, aber nicht, wenn h der Strecke 
a gleich geworden ist. Um diese Ausnahme zu beseitigen, 
stellt man für gleiche Strecken einen neuen Differenzbegriff 
auf: die Differenz gleicher Strecken wird durch Null aus- 
gedrückt, in Zeichen: a — & «= 0. Die Gleichungen a — 6s*=0 
und a = 6 sind also gleichbedeutend. 

3. Wenn a auf der Verlängerung von 6, oder 6 auf der 
Verlängerung von a abgetragen ist, so bilden die gegebenen 
Strecken eine neue Strecke, welche die Summe der gegebe- 
nen Summanden a und h heifst und durch (a + h) oder 
(fe + a) (gelesen: a plus &, & plus a) bezeichnet wird, je nach- 
dem a um &, oder h um a verlängert wurde. Das Abtragen 
selbst nennt man eine Addition der Strecken, die Auf- 
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f orderung dazu wird durch a + 6, bezw. h + a, ausgedrückt. 
Ist ein Mifsverständnis ausgeschlossen, so wird auch die 
Summe selbst durch a + 6, bezw. b + a, bezeichnet. 

Jede der beiden Strecken a und b kann auf zwei Arten 
auf der Verlängerung der andern abgetragen werden, aber 
auch hier bietet die Anschauung keinen Anhalt, um aus dem 
Ei^ebnis des Abtragens die Art desselben zu erkennen. 
Wir werden daher wieder zu der Annahme gezwungen, dafs 
alle Arten des Abtragens zu gleichen Summen führen; in 
andern Worten: die Summe ist ein eindeutiger Begriff. 

Wegen der Eindeutigkeit des Begriffes der Summe be- 
zeichnen a + b und b + a gleiche Strecken, in Zeichen: 
a 4- 6 = 6 + a. Die Smnme gegebener Strecken ist somit 
von der Reihenfolge ihrer Summanden unabhängig (Konunu- 
tationsgesetz). Die Strecke a + b ist sowohl um b gröfser 
als a, als auch um a gröfser als b. 

4. Ist auf der Verlängerung der Strecke a + b die 
Strecke c abgetragen, so ist auch die Strecke 6 + c auf der 
Verlängerung von a abgetragen. Die erhaltene Summe kann 
daher sowohl durch (a + b) + c, als auch durch a + (b + c) 
bezeichnet werden, also ist: (a + 6) + c = a + (6 + c)« Es 
ist demnach gleichgültig, ob man eine Summe oder einen 
ihrer Summanden imi eine gegebene Strecke verlängert 
(Associationsgesetz). 

Unter Berücksichtigung des Kommutationsgesetzes ersieht 
man aus der Gleichimg (a + b) + c = a + (b + c), dafs a mit 
J, aber auch b mit c vertauscht werden darf. Man schliefst 
daraus, dafs auch a mit c vertauschbar ist, und führt für 
die betrachtete Summe eine Schreibweise ein, die keine der 
gegebenen Strecken als vor der andern bevorzugt erscheinen 
lässt, nämlich a + & + c. So gelangt man zu dem Begriff 
einer Summe aus drei Strecken, für welche das Kommuta- 
tionsgesetz gültig bleibt. 

Durch Wiederholung der vorigen Betrachtimg kann man 
zu dem Begriff einer Summe aus beUebig vielen Summanden 
übergehen imd für jede solche Summe die Gültigkeit des 
Kommutationsgesetzes nachweisen. 

5. Wenn man in einer Summe den ersten Summanden 
oder in einer Differenz den Minuenden um die Strecke x 
verlängert oder verkürzt, so ändert sich, wie die Anschauung 
lehrt, die Summe, bezw. die Differenz, in demselben Sinne 
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und um denselben Betrag, wie der erste Summand, bezw. der 
Minuend. Die Zeichensprache drückt dies durch folgende 
Gleichungen aus: 

1. (a + x) + b^{a + b) + x 2. (a + x) — h ^ (a — b) +x 
3. (a — x) + b = (a + b) — x 4. (a — x) — b = {a — b)'—x. 

Da die Ausdrucke durch Weglassung der Klammem 
ihre Bedeutung nicht ändern, so können die vorstehenden 
Gleichungen durch die folgenden ersetzt werden: 

1. a + x + b = a + b + x 2. a + x — 6 = a — b + x 
3. a — X + b = a + b — x 4. a — x — 6 = a — b — x, 

Ist in einer Summe der erste Summand oder in einer 
Differenz der Minuend selbst eine Summe oder eine Diffe- 
renz, so nennt man jene Summe, bezw. Differenz, ein Aggre- 
gat. Die Summanden, der Minuend und die Subtrahenden 
des Aggregates heifsen seine Glieder. Die vorstehenden 
Gleichimgen sprechen somit die Gültigkeit des Kommutations- 
gesetzes für Aggregate aus. 

Zeichnet man das Aggregat a — b + bf so erhalt man 
die Strecke a. Eine Strecke, die in einem Aggregate als 
Summand und als Subtrahend auftritt, braucht demnach über- 
haupt nicht abgetragen zu werden. Ein Summand und ein 
Subtrahend, die das Abtragen gleicher Strecken vorschreiben, 
heilsen entgegengesetzte Glieder. Je zwei entgegengesetzte 
Glieder eines A^^gates heben sich also weg. 

6. Wenn man in einer Summe den zweiten Summanden 
oder in einer Differenz den Subtrahenden um die Strecke x 
verlängert oder verkürzt, so ändert sich, wie die Anschauung 
lehrt, die Sunune in demselben Sinne imd um denselben Be- 
trag, wie ihr zweiter Summand, die Differenz zwar auch um 
denselben Betrag, wie ihr Subtrahend, aber in entgegen- 
gesetztem Sinne. In der Zeichensprache lautet dies Ergebnis: 

1. a + {b + x)==a + b + x 2. a — (b + x) = a — b — x 
3. a+(6 — x)'= a + b — x 4c. a — (fe — x) = a — b + x. 

Ein Summand, der selbst ein Aggregat ist, kann also 
durch seine eigenen Glieder ersetzt werden; ein Subtrahend, 
der die Form eines Aggregates hat, durch die Glieder, die 
seinen eigenen entgegengesetzt sind. Umgekehrt kann man 
auch Glieder eines Aggregates zu einem einzigen Smnmanden 
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zusammenfassen, die entgegengesetzten Glieder zu einem ein- 
zigen Subtrahenden. 

7. Sind in einer Summe alle Summanden gleich, so 
nennt man die Smnme ein Produkt; die Anzahl der Sum- 
manden heilst Multiplikator, der Summand selbst Mul- 
tiplikand. Ein Produkt wird durch Nebeneinanderstellen 
des Multiplikators und des Multiplikanden ausgedruckt, 
z. B. 5 a, 8 b. 

Wird die Zahl durch ein arabisches Zahlenzeichen, die 
Strecke durch einen Buchstaben bezeichnet, so braucht auf 
die Reihenfolge der Zeichen nicht geachtet zu werden. Wenn 
auch die ZaÜ durch einen Buchstaben ausgedrückt wird, so 
soll die Festsetzung getroffen werden, dafs der erste Buch- 
stabe den Multiplikanden, der zweite den Multiplikator an- 
giebt. Somit ist a n eine Smnme aus n Strecken^ von denen 
jede gleich a ist. 

Das Kommutationsgesetz lehrt, dals die Summe 5 a + 5 6 
das Fünffache von (a + 6), und die Differenz 4 a — 4ft das 
Vierfache von (a — h) ist, in Zeichen: 5a-|-5fe«5(a+6) 
und 4 a — 4 6 = 4 (a — &). Ist w eine beliebige ganze Zahl, 
so ist allgemein: an + bn = {a ±^ h)n. 

Weiter sieht man unmittelbar ein^ daJ's 8a + 5a«13a 
und 16 a — 9a=- 7 a ist. Sind m und n ganze Zahlen, so 
ergiebt sich allgemein: am j^an=» a(m + n). 

Bezeichnet man den Multiplikator und den Multipli- 
kanden als die Faktoren des Produktes, so können die vor- 
stehenden Ergebnisse in folgender Regel zusanunengefaist 
werden: Jedes Aggregat aus Produkten, die einen Faktor 
gemein haben,, ist gleich dem Produkte aus dem gemein- 
schaftlichen Faktor und dem entsprechenden Aggregate der 
nicht gemeinschaftlichen Faktoren. 

8. Die Aufgabe, eine Strecke x zu zeichnen, welche der 
Differenz der Strecken a und b gleich ist, kann durch die 
Gleichung ic = a — b ausgesprochen werden. Aus dem Be- 
griff der Differenz ergiebt sich, dafs die Gleichung x -{- b= a 
der Strecke x dieselbe Eigenschaft beilegt. Jede der beiden 
Gleichungen kann also die andere ersetzen. Wir erkennen 
somit, dals jede Strecke der einen Seite einer Gleichung auf 
die andere gestellt werden darf, wofern man nur die Regel 
berücksichtigt: ein Subtrahend wird Summand, ein Summand 
wird Subtrahend. Unter Anwendung dieser Regel kann bei- 



N 



§ 7. Die Differenz und die Summe Ton Strecken. 17 

spielsweise die Gleichung 5a + 3x=^2x + a + 4:b durch die 
folgende ersetzt werden: a; = 4 6 — 4 a. Letztere heifst eine 
nach X c.uf gelöste Gleichung; sie läTst umnittelbar erkennen^ 
in welcher Weise x mit Hilfe der gegebenen Strecken a und b 
gezeichnet werden kann. 

Übungen zu § 7. 

1. Wenn man auf der Strecke AB ^e Punkte P, Q, 
R und S annimmt^ welche Strecken der Zeichnung sind auf 
PQy II Bf AS, welche auf den Verlängerungen der genannten 
Strecken abgetragen? 

2. Wenn man von den Endpunkten der Strecke AB 
aus auf der Strecke oder auf deren Verlängerungen die 
gleichen Strecken A C und B D abträgt^ warum ist der 
Mittelpunkt von AB auch der Mittelpunkt von CD? 

3. Man zeichne die Summe und die Differenz 
der Strecken a und 6 (a> h) 1) durch Abtragen von a, 
2) durch Abtragen von 6. 

4. Von der Summe und der Differenz der Strecken 
a und h soll sowohl die Summe als auch die Diffe- 
renz gezeichnet werden. Man drücke beide Angaben 
in Zeichen aus. 

5. In welcher Beziehung steht die in Aufgabe 4 
gezeichnete Summe zu der gröfsern der gegebenen 
Strecken, und die gezeichnete Differenz zu der 
kleinern? Man löse die Aufgabe durch Zeichnen und 
durch Kechnen. 

6. Folgende Summen und Differenzen zu zeichnen, wenn 
a, h, c, d gegebene Strecken sind: 

1. a^(h — c) 2. a + {b — c) 

3. a — (b + c) 4. (a + 6) — (c — d) 

5. (a — b) + (c + b) 6. (a + 6) + (c — b) 

7. (a — 6) + (6 — c) 8. {a + b) — (b + c) 

9. (a — c)-'(b'-c) 10. (a + b) — (a — c) 

11. {ba+b) — (3a — b) 12. (2a — 36) — (a — 26) 

13. (7 6+5«) + (3*a + 6) 14. (8a + 9 6) — (3a + 46) 

15. (9a — 4 6) — (2a + 3 6) 16. (5a + 10 6) + (3a — 2 6) 

17. (36 — 2a) + (6a + 6) 18. (86 — 7a) + (9a— 106). 

Pflieger, Elementare Planimetrie. 2 
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II. Die Strecke und die ebene Fläche. 



7. Mit drei gegebenen Strecken soll man zwei ver- 
schiedene Aggregate zeichnen und jedes derselben auf dem 
andern imd auf der Verlängerung des andern abtragen. 
Welche Beziehungen haben die erhaltenen Summen und 
Differenzen zu den gegebenen Strecken? Die verlangten 
Beziehungen sollen auch durch Bechnen gefunden werden. 

8. Die Strecke x auf Grund folgender Gleichungen zu 
finden, wenn a, h und c gegebene Strecken sind: 

1. a; + 6 = a 2. x + a = h + c 

S. X — a = 6 + c 4. ;r — a = 6 — c 

5. 3a;=3a — 36 6. 2a; + a — 6 = 3a + 6 

7. 5a+ 10a; = 4rz;+lla 8. la — Sx^lx — Sa 

.9. 6a — 3b + 4:X==6x + 4:a — b. 



§ 8. Die ebene Fläclie. 

Wenn man auf einer schwarzen Tafel zwei Punkte A 
und B annimmt imd die Kante eines Lineales an diese 
Punkte anlegt, um ihre Verbindungslinie zu veranschau- 
lichen, so kann man zwischen dem Lineale imd der Tafel 
nicht hindurchsehen: die Verbindungslinie der angenommenen 
Punkte liegt also in der Tafelfläche. Wie man auch die 
Kante des Lineales der Tafelfläche anlegen mag, das Er- 
gebnis bleibt stets dasselbe. Die Verbindungslinien von je 
zwei Punkten der Tafelfläche enthalten also nur Punkte, die 
auch der Fläche angehören. 

Zieht man in der Tafelfläche irgend eine imbegrenzte 
Querlinie, so wird durch diese ein Teil F der Tafelfläche voll- 
ständig begrenzt. Legt man an zwei Punkte Ä und JB dieser 

Fläche F die E^te eines 
Lineales an, so sind zwei 
Fälle möglich (Fig. 8): ent- 
weder schneidet die Strecke 
AB die Grenzlinie von F 
nicht, dann deckt sich jeder 
Fig. 8. Punkt von A B mit je einem 

einzigen Punkte von F] oder 
-4. J5 schneidet die Grenzlinie von F, dann wird AB durch 
die Grenze in Abschnitte geteilt, so dafs auf dem einen von 
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zwei benachbarten Abschnitten jeder Punkt zwischen den 
Grenzen des Abschnittes mit je einem einzigen Punkte von 
jP zusammenfällt^ auf dem andern Abschnitte kein einziger 
Punkt. 

Man nennt eine Flache eben, wenn jede Verbindungs- 
linie von zwei Pimkten derselben entweder nur Punkte ent- 
hält, die auch der Fläche angehören, oder durch die Grenze 
der Fläche so geteilt wird, dafs von zwei benachbarten 
Teilstrecken die eine zwischen ihren Endpunkten nur Punkte 
enthalt, die sich mit je einem Pimkte der Fläche decken, 
die andere keinen einzigen solchen Punkt. 

Man denke an den Steinhauer, der durch Anlegen einer 
Latte die Stellen herausfindet, die er behauen muls, um 
dem Steine eine ebene Grenzfläche zu geben. 

Flachen, welche aus ebenen Flächen zusammengesetzt 
sind, ohne selbst eben zu sein, nennt man gebrochene 
Flächen; solche, die weder eben noch gebrochen sind, heifsen 
gewölbt. 

Übungen zu § 8. 

1. Man führe Beispiele von ebenen, gebrochenen und 
gewölbten Flächen an. 

2. Zu welchen Flächen gehören die TeUe der Ober- 
fläche eines Würfels, eines Kegels, einer Pyramide, eines 
Cylinders? 

3. Zu welcher Art von Länien gehört die Schnittlinie 
von zwei ebenen Flächen? 

4. Wie erkennt man, dafs auf der Oberfläche eines 
Kegels oder eines Cylinders Punkte liegen, deren Ver- 
bindungslinie der Oberfläche angehört? 

5. Wenn die Schnittlinie zweier Flächen eine Strecke 
ist, kann man dann behaupten, dafs jede der Flächen eben sei? 

6. Für wieviel Verbindungsliiden von je zwei Punkten 
einer Fläche mufs man zeigen, dafs sie nicht in der Fläche 
liegen, um behaupten zu können, dafs die Fläche nicht 
eben sei? 

7. Was kann über die Beschaffenheit zweier Flächen 
ausgesagt werden, die sich in einer krummen Linie schneiden? 



Drittes Kapitel. 



Die unendlichen Raumgebilde. 



§ 9. Der Strahl und die Gerade. 

1. Wenn man die Punkte A, B, C und D durch kleine 
OflPnungen in undurchsichtigen Schirmen versinnlicht und 
die drei ersten Schirme in der angegebenen Reihenfolge 
so aufstellt, dafs ein Auge von A aus durch alle drei Off- 
nungen zugleich hindurchsehen kann, so bilden die Strecken 
AB und B C eine einzige Strecke: B C ist also eine Ver- 
längerung von AB, 

Wird der vierte Schirm so zwischen B und G ge- 
schoben, dafs auch J5D als Verlängerung von ^J5 erscheint, 
so kann das Auge von A aus durch alle vier Öflftiungen 
zugleich hindurchsehen, folglich ist von den beiden Strecken 
B C und jB D die letztere ein Teil der erstem. Die ü*- 
fahrung lehrt also: 

Zwei Verlängerungen einer Strecke über den- 
selben Endpunkt hinaus decken sich ganz oder 
teilweise. 

Die Verlängerung einer Strecke kann selbst wieder 
über ihren freien Endpunkt hinaus verlängert werden, beide 
Verlängerungen bilden zusammen eine Verlängerung der 
ursprünglichen Strecke. Wenn es nun auch in Wirklichkeit 
unausführbar ist, jede neue Verlängerung wieder zu ver^ 
langem, so kann man sich doch jede immer wieder ver- 
längert denken, ohne dal's man je gezwungen wäre, eine 
weitere Verlängerung für undenkbar zu halten. Man kaim 
sich also eine gegebene Strecke über jede Grenze hin- 
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aus oder, wie man sich auszudrücken pflegt, bis ins Un- 
endliche verlängert denken. Die Strecke geht dann in eine 
Linie neuer Art über, welche Strahl genannt wird (Fig. 9). 

< » ■ » ■ 

Fig. 9. 

Während die Strecke vollständig begrenzt ist, ist der 
Strahl nur einseitig begrenzt; er erstreckt sich von seinem 
Ausgangspunkte, seinem Scheitel, aus bis ins Unendliche. 
Die Vei^leichung eines Strahles und einer Strecke lehrt, 
dafs jener grölser ist, als jede noch so grofs gedachte Strecke. 

Da zwei Verlängerungen einer Strecke über denselben 
Endpunkt hinaus sich ganz oder teilweise decken, so fallen 
zwei Strahlen zusammen, wenn sie auiser dem Scheitel einen 
zweiten Punkt gemein haben. 

Ein Strahl wird nach seinem Scheitel und einem will- 
kürlich auf i'liTTi angenommenen Funkte benannt. 

2. Von jedem Punkte G der Strecke AB oder der 
Verlängerung von AB sagt man: C liegt von A aus in 
derselben Richtung wie J5. Dieselbe Aussage gilt von 
jedem Punkte des Strahles AB. Punkte, die dem Strahle 
AB nicht angehören, liegen von A aus in Sichtungen, die 
von der des Punktes B verschieden sind. Haben zwei ver^ 
8chiedene Strahlen denselben Scheitel, so liegen alle Punkte 
desselben Strahles von A aus in derselben Richtung, Punkte 
verschiedener Strahlen in verschiedenen Richtungen. 

Richtungen sind keine Gröfsen, d. h. die eine von zwei 
fiichtungen kann nicht als gröfser oder kleiner als die andere 
bezeichnet werden. Man kann deshalb auch nicht von dem 
Unterschiede zweier Richtungen sprechen, sondern nur von ver- 
schiedenen Richtungen, die von demselben Punkte ausgehen. 

3. Eine Strecke kann über jeden Endpunkt hinaus 
bis ins Unendliche verlängert gedacht werden. Dadurch 
entstehen zwei Strahlen, denen beiden die gegebene Strecke 
angehört Das erhaltene Gebilde kann aber auch als eine 
einzige Linie aufgefafst werden imd heifst dann Gerade. 
Die Gerade ist vollständig unbegrenzt; sie wird nach zweien 
ihrer Punkte benannt (Fig. 10). 

* :x 1b ^ 

Fig. 10. 
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Aus einer gegebenen Strecke kann nur eine einzige 
Gerade erhalten werden. Haben zwei Gerade zwei Punkte 
gemein, so kann man sich beide aus der Verbindungslinie dieser 
Punkte entstanden denken. Somit ergeben sich die Sätze: 

Zwei Punkte bestimmen eine einzige Gerade. 

Zwei verschiedene Gerade haben höchstens 
einen Schnittpunkt. 

Eine Gerade wird durch einen auf ihr angenommenen 
Punkt in zwei Strahlen geteilt. Die durch diese Strahlen 
bestimmten Eichtimgen heifsen entgegengesetzt. Die Ge- 
rade erstreckt sich nach entgegengesetzten Kichtungen ins 
Unendliche. 

Übungen zu § 9. 

1. In welche Gebilde zerfällt eine Strecke durch 2, 3, 4 
auf ihr angenommene Punkte? 

2. Um wieviel unterscheidet sich die Anzahl der auf 
einer Strecke angenommenen Punkte von der Anzahl ihrer 
Teilstrecken? 

3. In welche Gebüde wird ein Strahl durch 2, 8, 4 auf 
ihm angenommene Punkte zerlegt? 

4. In welcher Beziehung steht die Anzahl der auf 
einem Strahle angenommenen Punkte zu der Anzahl seiner 
Teilstrecken? 

5. In welche Gebilde wird eine Gerade durch 2, 3, 4 
auf ihr liegende Punkte geteilt? 

6. Wie unterscheidet sich die Anzahl der auf einer 
Geraden angenommenen Punkte von der Anzahl ihrer Teil- 
strecken? 

7. Wieviel Richtungen werden durch zwei 
Punkte bestimmt? 

8. Wenn S und C von Ä aus in derselben Sichtung 
liegen, von welchen Punkten aus liegen sie ebenfalls in der- 
selben Bichtimg, und von welchen Punkten aus in entgegen- 
gesetzten Richtungen? 

9. Wenn B und C von Ä aus in entgegengesetzten 
Richtungen liegen, von welchen Punkten aus liegen sie 
ebenfalls in entgegengesetzten Richtungen, imd von welchen 
Punkten aus liegen sie in derselben Richtimg? 

10. Welche Gebilde können 1) zwei Strecken, 2) zwei 
Strahlen, 3) zwei Gerade miteinander gemein haben? 
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§ 10. Die Ebene und der Baum. 

1. An einen Teil der Grenze einer ebenen Flache kann 
man sich eine zweite ebene Flache so angesetzt denken, dafs 
beide zusammen eine einzige ebene Fläche bilden. Man sagt 
dann, die erste ebene Fläche sei über jenen Teü ihrer Grenze 
hinaus ausgedehnt worden. Wird eine gegebene ebene 
Mäche über jeden Teü ihrer Grenze hinaus ausgedehnt, so 
entsteht eine neue ebene Fläche, die man sich wiederum über 
jeden Teil ihrer Grenze hinaus ausgedehnt denken kann. Dies 
Verfahren kann so oft wiederholt gedacht werden, wie man 
will, ohne dals man je gezwungen wäre, eine weitere Aus- 
dehnung über jeden Teü der neuen Grenze hinaus für un- 
denkbar zu erklären. Jede ebene Fläche kann also über 
jede Grenze hinaus oder bis ins Unendliche ausgedehnt ge- 
dacht werden. Sie geht dann in ein neues Gebilde über, 
welches überhaupt keine Grenze mehr besitzt und Ebene 
genannt wird. 

2. A und B seien zwei Punkte einer Ebene. In dieser 
kann durch eine Querlinie a eine ebene Fläche F so be- 
grenzt werden, dals die Strecke A B innerhalb F liegt, ohne 
jedoch von a geschnitten zu werden, und dals jeder Punkt 
der Querlinie a von B einen Abstand hat, der gröfser als 
eine gegebene Strecke h ist. 

Man stelle sich vor, dafs ein Punkt C sich auf der 
Linie a bewege, bis er zu seiner Anfangslage zurückgelangt, 
ohne irgend einen Teil von a mehr als einmal durchlaufen 
zu haben. In jeder Lage von C gehört die Strecke A G 
ganz der Ebene an. Während der Bewegung deckt sich 
jeder Punkt von F mindestens einmal mit einem Punkte 
von A Cy also auch der Punkt B. Tritt diese Lage ein, so 
ist B C eine Verlängerung von AB. Denkt man sich AB 
um die Strecke b verlängert, so ist diese Verlängerung ein 
Teil von B C und liegt daher ebenfalls in der Ebene. Da 
man nun b so grofs wählen kann, wie man wiU, so ergiebt 
sich, dafs jede Verlängerung einer Strecke in derselben 
Ebene liegt, wie die Strecke selbst. Weiter folgt, dafs weder 
auf den aus der Strecke AB abgeleiteten Strahlen, noch auf 
der Geraden ^-B ein Punkt nachgewiesen werden kann, der 
aufserhalb der Ebene liegt, welcher die Strecke AB angehört. 
Demnach kann der Satz ausgesprochen werden: 
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Eine Gerade (eine Strecke, ein Strahl), die (der) 
zwei Punkte mit einer Ebene gemein hat, liegt in i 
der Ebene. i 

3. Jede Gerade der Ebene zerlegt diese in zwei Teile, 
welche Halb ebenen genannt werden. Denkt man sich in 
der Ebene zwei sich schneidende Gerade (Fig. 11), so zerfallt 




Fig. 11. 

die Ebene in vier Teüe, die Winkel heifsen. Ein Winkel 
ist demnach ein Teil der Ebene, der von zwei Strahlen mit 
gemeinschaftlichem Scheitel ausgeschnitten wird. 

Da eine Gerade durch einen auf ihr angenommenen 
Pimkt in zwei Strahlen zerfallt, so kann jede Halbebene als 
Winkel betrachtet werden. Auch die Ebene selbst kann als 
Winkel aufgefafst werden, wofern man nur einen doppelt 
gelegten Strahl in ihr annimmt. 

4. Denkt man sich an einen TeU der Grenze eines 
Körpers einen zweiten so angefügt, dafs beide einen einzigen 
Körper bilden, so sagt man, der erste Körper sei über jenen 
Teil seiner Grenze hinaus vergröfsert worden. Wird ein 
Körper über jeden Teil seiner Grenze hinaus vergröfsert, so 
entsteht ein neuer Körper, den man sich wieder über jeden 
TeU seiner Grenze hinaus vergröfsert denken kann. Man 
darf sich dies Verfahren so oft wiederholt denken, wie man 
wUl, ohne je zu der Annahme gezwungen zu sein, dafs eine 
weitere Vergröfserung über jeden TeU der Grenze hinaus 
undenkbar sei. Ein Körper kann also über jede Grenze 
hinaus oder bis ins Unendliche vergröfsert gedacht werden; 
er geht dadurch in ein neues GebUde über, welches der 
unendliche Raum oder der Raum genannt wird. 

Jeder geometrische Körper ist ein TeU des Raumes, 
seine Oberfläche bUdet die Grenze zwischen ihm und dem 
imendlichen Räume. 
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Übungen zu § lo. 

1. In einer Ebene sind zwei Punkte A und JB und 
zwei Gerade a und h gegeben: man soll auf a und h Punkte 
finden^ die von A aus in derselben Sichtung liegen wie B 
oder in der entgegengesetzten Sichtung. Wieviel Fälle 
können je nach der Lage der gegebenen Gebilde unterschieden 
werden, und wieviel Punkte findet man höchstens? 

2. Wieviel Schnittpunkte haben 3, 4, 5 Gerade einer 
Ebene, wenn jede Gerade von jeder andern geschnitten 
wird, imd durch keinen Schnittpunkt mehr als zwei Gerade 
gehen? 

3. Nach welcher Regel berechnet man die Anzahl der 
Schnittpunkte von gegebenen Geraden einer Ebene, wenn für 
diese Geraden die Voraussetzungen der Aufgabe 2 zutreffen? 

4. Wenn in der Ebene eme bestimmte Anzahl von Ge- 
raden gegeben ist, und die Voraussetzungen der Aufgabe 2 
zutreffen, um wieviel nimmt die Anzahl der Schnittpunkte 
zu, wenn man eme weitere Gerade in der Ebene annimmt, 
die jede der gegebenen schneidet, aber 1) durch keinen 
Schnittpunkt der gegebenen Greraden geht, oder 2) durch einen 
einzigen Schnittpunkt der gegebenen Geraden hindurchgeht, 
oder 3) zwei Schnittpunkte der gegebenen Geraden verbindet, 
ohne durch einen dritten Schnittpunkt derselben zu gehen? 

5. Wenn für eine bestimmte Anzahl von Geraden einer 
Ebene die Voraussetzungen der Aufgabe 2 zutreffen, um 
wieviel nimmt die Anzidil der Schnittpimkte ab, 1) wenn 
eine Gerade weggelassen wird, 2) wenn zwei Gerade weg- 
gelassen werden? 

6. Wenn zwei Ebenen zwei Punkte gemein haben, 
welches Gebilde haben sie aufserdem gemein? 

7. Welches Gebilde hat eine Ebene mit einer Geraden 
gemein, die nicht in der Ebene liegt? 

8. Wieviel Winkel werden durch zwei Strahlen einer 
Ebene bestimmt, die den Scheitel gemein haben? 

9. Durch welche GebUde kann man sich eine Ebene 
beschrieben denken? 

10. Welche Gebilde kann eine Winkelfläche mit einer 
Geraden gemein haben? 



Viertes Kapitel. 

Die Kongruenz und die Gleichheit 



§ 11. Endliclie GebUde. 

1. Führt man durch zwei aufeinander gelegte Blätter 
einen in sich zurücklaufenden Schnitt^ so deckt sich bei den 
ausgeschnittenen Flächen jeder Teil jeder Fläche mit je einem 
einzigen Teile der andern. Von zwei solchen Flächen sagt 
man, zie seien zur Deckung gebracht, und man nennt sie 
kongruent. 

Wird die eine der beiden kongruenten Flächen durch 
einen oder mehrere Schnitte zerlegt, und werden die Teil- 
flächen durch Aneinanderlegen von Abschnitten ihrer Grenzen 
in anderer Weise als froher wieder zu einer eiozigen Fläche 
zusammengesetzt, so kann im allgemeinen die neue Fläche 
nicht mehr mit der ungeteilten zur Deckung gebracht werden. 
Vielmehr giebt es nach dem Aufeinanderlegen beider Flächen 
in jeder von ihnen Teile, die nicht mit Teilen der andern 
zur Deckung gebracht sind. Beide Flächen sind also nicht 
mehr kongruent. 

Zerlegt man die zusammengesetzte Fläche in die Teile, 
aus denen sie gebildet wurde, so können diese offenbar so 
auf die nicht geteilte Fläche gelegt werden, dafs wieder jeder 
Teil jeder Fläche mit je einem einzigen der andern zu- 
sammenföUt. Zwei Flächen, die in ihren Teilen zur Deckung 
gebracht werden können, heil'sen gleich. 

Kann die erste von zwei ebenen Flächen als Ganzes 
oder geteilt so auf die zweite gelegt werden, dafs jeder Teil 
der ersten sich mit je einem einzigen Teile der zweiten deckt, 
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aber in dieser TeUe vorkommen, die nicht mit je einem ein- 
zigen Teüe der ersten zur Deckung gebracht werden können^ 
so nennt man die Flächen ungleich, imd zwar die erste 
kleiner als die zweite, diese gröfser als jene. 

Die Begriffe kongruent, gleich, imgleich, kleiner, gröfser 
finden sinngemäise Anwendung auf geometrische Körper und 
Linien; bei Strecken decken sich die Begriffe kongruent 
und gleich. 

Wenn man fiir die Flächen- und Liniengebilde, die sich 
nicht ins Unendliche erstrecken, die Bezeichnung endliche 
Gebilde einfahrt, so können die vorstehenden Ergebnisse in 
dem Satze ausgesprochen werden: 

Kongruente endliche Gebilde sind gleich, gleiche 
Gebilde sind nicht notwendig kongruent, ungleiche 
sind nie kongruent. 

Übungen zu § ii. 

1. Mit Hufe von biegsamen Drähten sollen 1) kon- 
gruente Linien, 2) gleiche, aber nicht kongruente Linien, 
3) ungleiche Linien zur Anschauung gebracht werden. 

2. Eine Strecke zu zeichnen, die einer gegebenen ge- 
brochenen Linie gleich ist. 

3. Zwei gleiche gebrochene Linien zu zeichnen, die nicht 
kongruent sind. 

4. Zwei gegebene gebrochene Linien miteinander zu 
vergleichen. 

5. Was hat man imter der Summe und unter der Diffe- 
renz von zwei gebrochenen Linien zu verstehen? (Siehe Nr. 2). 

6. Mit Hufe von Blättern soUen 1) kongruente Flächen, 
2) gleiche, aber nicht kongruente Flächen, 3) ungleiche 
Flächen veranschaulicht werden. 

7. Wie kann man zwei kongruente gewölbte Flächen 
oder zwei Stoff körper herstellen, denen kongruente geo- 
metrische Körper entsprechen? 

§ 12. Unendliche Gebilde. 

1. Zwei beliebige Strahlen SÄ und S'Ä^ kann man 
sich stets so gelegt denken, dafs S' mit S und Ä' mit einem 
Punkte von SÄ zusanmienfällt. Dadurch sind beide Strahlen 
zur Deckung gebracht, folglich sind alle Strahlen kongruent. 
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Der Strahl SÄ wird durch -4 in die Strecke SA und 
einen Strahl zerlegt. Mit diesem kann der Strahl S^Ä^ zur 
Deckung gebracht werden. Folglich kann man sich die 
beiden Strahlen so gelegt denken, dafs jeder Teil von S^A' 
mit je einem einzigen TeUe des Strahles SA zusaounenfällt, 
aber von diesem ein Teil, nämlich die Strecke SA, durch 
keinen TeU von S^A^ gedeckt wird. 

Wollte man die Begriffe gleich und ungleich in dem 
vorhin festgesetzten Sinne auf die Strahlen anwenden, so 
müfste man sie iu der ersten Lage als gleich, in der zweiten 
als ungleich bezeichnen. 

2. Man kann sich zwei Gerade so gelegt denken, dais 
sie zwei Punkte gemein haben, also zusammenfallen. Zwei 
Gerade sind daher kongruent. 

Nimmt man auf der ersten Geraden die Punkte A und J?, 
auf der andern A' und B' so an, dafs AB <C A'B' ist, so 
zerfällt jede Gerade in eine Strecke und zwei Strahlen. Die 
Geraden können also so geteilt werden, dafs durch Auf- 
einanderlegen ihrer Teile jeder TeU der ersten Geraden mit 
je einem einzigen der zweiten zusammenfällt, aber in der 
zweiten Geraden Teüe vorhanden sind, die nicht durch Teile 
der ersten gedeckt werden. 

Bei Anwendung der Begriffe gleich imd ungleich in 
dem für endliche Gebilde festgesetzten Sinne würde man 
also zwei Gerade bald als gleich, bald als ungleich bezeichnen 
müssen. 

3. Aus den vorstehenden Betrachtungen ergiebt sich, 
dafs es nicht zulässig ist, Festsetzimgen, die für endliche 
Gebüde getroffen wurden, ohne weiteres auf Gebilde zu 
übertragen, die sich ins Unendliche erstrecken. 



Fünftes Kapitel. 

Der Kreis und der Winkel. 



§ 13. Der Kreis als Ort. 

1. Jedes Gebilde, das in der Ebene Kegt, kann in 
dieser verschoben gedacht werden, ohne dais einer seiner 
Punkte die Ebene verlafst. Der Abstand von zwei auf 
dem Gebilde angenommenen Punkten bleibt bei der Ver- 
schiebung unverändert. Behält bei der Verschiebung ein 
Punkt des Gebildes seine Lage in der Ebene bei, so heifst 
die Verschiebung eine Drehung um den festen Punkt. 

Wenn eine Strecke AB oder a sich um den festen 
Endpunkt A dreht, so beschreibt der andere Endpunkt B 
eine Linie. Man kann die Drehung so lange fortsetzen, 
bis die Strecke in ihre Anfangslage, der Punkt B ebenfalls 
in seine Anfangslage zurückkehrt 
Die von B bei der Drehung be- 
schriebene Querlinie heifst Kreis- 
linie (Fig. 12). Der Punkt der 
Ebene, mit dem der feste Endpunkt 
der Strecke zusammenfällt, wird 
Mittelpunkt der Kreislinie ge- 
nannt; den Abstand der Endpunkte 
der die Kreislinie erzeugenden 

Strecke nennt man Badius oder 

Halbmesser. Fig. 12. 

Durch die Kreislinie wird 
die Ebene in zwei Teile geteilt; der Teil, welchem der 
Mittelpunkt angehört, heilst Kreisfläche. Statt der Aus- 
drücke Kreislinie und Kreisfläche gebraucht man den kurzem 
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Ausdruck Kreis, wenn keine Zweideutigkeit entstehen kann. 
Die Punkte der Kreisfläche, welche nicht auf deren Grenze 
liegen, nennt man Punkte innerhalb des Kreises; die 
Punkte, die weder der Kreisfläche noch der Kreislinie an- 
gehöten, Punkte ausserhalb des Kreises; die Punkte 
der Kreislinie heifsen auch Punkte auf dem Kreise. 

Zum Zeichnen des Kreises benutzt man den Zirkel. 
Der Ej'eis wird nach seinem Mittelpunkte benannt. 

2. Jeder Punkt der Strecke A jB, der zwischen A imd B 

liegt, hat von A einen 
kleinem Abstand wie J5, 
jeder Punkt auf der Ver- 
längerung von AB einen 
gröfsem (Fig. 13). Bei 
der Drehung der Strecke 
um den festen Punkt A 
wird jeder Punkt P inner- 
halb des Kreises einmal 
durch einen Punkt von 
Fig. 13. AB gedeckt, der zwischen 

A und B liegt; jeder Punkt 
Q auf 'dem Kreise durch B selbst; jeder Punkt B aufser- 
halb des Kreises durch einen Punkt auf der Verlängerung 
von AB. 

JlJ:- Nach ihrer Lage können die Punkte der Ebene in drei 
Gruppen eingeteilt werden: 1) die Gesamtheit der Punkte 
innerhalb des Kreises Ay 2) die Gesamtheit der Punkte 
auf dem Kreise Ay 3) die Gesamtheit der Punkte aufserhalb 
des Kreises A. 

Nach ihrem Abstände vom Mittelpunkte des Kreises 
A kann man die Punkte der Ebene in die drei folgenden 
Gruppen einreihen: 1) die Gesamtheit der Punkte, deren 
Mittelpunktsabstand kleiner als a ist, 2) die Gesamtheit der 
Punkte, deren Mittelpunktsabstand gleich a ist, 3) die Ge- 
samtheit der Punkte, deren Mittelpunkteabstand gröfser als a ist. 
Die vorausgeschickte Betrachtung lehrt, dafs jeder Punkt 
irgend einer Gruppe bei der ersten Art der Einteilung auch 
ein Punkt der entsprechenden Gruppe bei der zweiten Art 
der EinteUimg ist, und mngekehrt. Man sagt daher: jede 
Gruppe der ersten Art ist identisch mit der entsprechen- 
den Gruppe der zweiten Art. 
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Wenn die Gesamtheit der Punkte einer Linie identisch 
ist mit der Gesamtheit der Punkte, die eine bestinmite 
Eigenschaft besitzen (z. B. die Eigenschaft, von dem Punkte 
A den Abstand a zu haben), so nennt man jene Linie den 
geometrischen Ort oder den Ort für alle Punkte, denen 
die genannte Eigenschaft zukommt. Unter Benutzung dieses 
Begnffes ergiebt sich der Satz: 

Der Ort für alle Punkte, die von einem ge- 
gebenen Punkte einen gegebenen Abstand haben, 
ist der Kreis um den gegebenen Punkt mit dem 
gegebenen Abstände als Kadius. 

3. Wenn von zwei Kreisen mit gleichen Radien der 
eine so verschoben gedacht wird, dafs sein Mittelpunkt 
mit dem des andern zusammenfällt, so decken sich auch 
die Kreislinien: Kreise mit gleichen Radien sind also kon- 
gruent und gleich. 

Sind die Radien zweier Kreise ungleich, so ergiebt die 
Aufeinanderlegung beider Kreise bei gleichzeitiger Deckung 
ihrer Mittelpunkte, dafs die Kreisflache mit dem kleinem 
Radius auch die kleinere ist. Umgekehrt hat die kleinere 
von zwei Kreisflächen auch den kleinem Radius. 

Kongruente Kreise, die nicht zur Deckung gebracht 
sind, unterscheiden sich nur durch ihre Lage in der Ebene. 

4. Sei r der Radius des Kreises M. Beschreibt man um 
den Punkt P innerhalb des Kreises M (Fig. 14), den Punkt Q 




Fig. 14. 
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auf dem Kreise M, den Punkt S ausserhalb des Kreises M 
je einen Kreis mit dem Radius r, so liegt M innerhalb des 
Kreises JP, auf dem Kreise Q imd aulserhalb des Kreises S. 
Die Gesamtheit der Mittelpimkte aller Kreise vom Badius r, 
die durch den Punkt M gehen, ist also identisch mit der 
Gesamtheit der Punlite auf dem Kreise M. Somit ergiebt 
sich der Satz: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von 
gegebenem Radius, die durch einen gegebenen 
Punkt gehen, ist der Kreis um den gegebenen Punkt 
mit dem gegebenen Radius. 

Übungen zu § 13. 

1. Wieviel Punkte hat ein Kreis mit einem Strahle 
gemein, dessen Scheitel der Mittelpunkt des Kreises ist? 

2. Wieviel Punkte hat ein Kreis mit einer Geraden 
gemein, die durch den Mittelpunkt des Kreises geht? 

3. Wenn zwei Kreise denselben Mittelpunkt haben, 
was kann über den Mittelpunktsabstand der Punkte aus- 
gesagt werden, die in der ringförmigen Fläche zwischen 
beiden Kreislinien liegen? 

4. Punkte zu finden, die von dem gegebenen Punkte 
A den Abstand p und von dem gegebenen Punkte B den 
Abstand q haben. 

5. Punkte zu finden, die von zwei gegebenen Punkten 
gleiche Abstände haben. 

6. Auf einer gegebenen Geraden g oder auf einem 
gegebenen Kreise M Punkte zu finden, die von einem ge- 
gebenen Punkte den Abstand a haben. 

7. Mit gegebenem Radius r einen Kreis zu zeichnen, 
dessen Mittelpunkt auf einer gegebenen Geraden g oder auf 
einem gegebenen Kreise M liegt, und der durch einen ge- 
gebenen Punkt P geht. 

8. Mit gegebenem Radius r einen Kreis zu zeichnen, 
der durch zwei gegebene Punkte A imd B geht. 

9. Drei Punkte zu finden, von denen jeder von jedem 
andern den Abstand a hat. 

10. Mit den gegebenen Radien a und h zwei sich in 
einem gegebenen Punkte schneidende Kreise so zu zeichnen, 
dafs der Abstand ihrer Schnittpunkte gleich der gegebenen 
Strecke c ist. Warum giebt es unzählig viele solcher Kreise? 
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11. Wenn man um die Schnittpunkte von zwei gleichen 
Kreisen Kreise beschreibt, die jenen gleich sind, in welchen 
Punkten schneiden sich die neuen Kreise? 

12. Vier Punkte A, B, C, B so zu zeichnen, dafs 
ÄB^BC== GB^ CA^BB ist Wieviel Kreise süid 
zur Lösung der Aufgabe erforderlich? 

§ 14. Die Symmetrie des Kreises. 

1. Wenn man durch den Mittelpunkt M eines Kreises 
eine Gerade zieht, so wird diese durch die Kreislinie in 
zwei Punkten A imd B geschnitten, deren Abstand dem 
doppelten Radius gleich ist Jede durch den Mittelpunkt 
eines Kreises gelegte Gerade heifst Durchmesser (Fig. 15). 




PIg. 15. 

Spricht? man5 von -der Lange des Durchmessers, so meint 
man den Abstand der Durchmesserpunkte, die auf dem 
Kreise liegen, also den doppelten Radius. Jene Durchmesser- 
punkte nennt man daher auch die Endpunkte des Durch- 
messers. 

Durch den Durchmesser A B wird die Kreislinie in 
zwei Teile geteilt, von denen jeder in seiner Halbebene der 
Ort für alle Punkte ist, deren Mittelpunktsabstand gleich 
dem Radius ist. Ahnlich wie ein Blatt eines offenen Heftes 
um die Rückenlinie gedreht imd auf das Nachbarblatt ge- 
legt werden kann, so kann auch jede Halbebene durch 
Drehung um die sie bestimmende Gerade mit der Halb- 
ebene, die durch dieselbe Gerade begrenzt wird, zur Deckung 
gebracht werden. Erfolgt das Zusammenklappen zweier 
Halbebenen um den Durchmesser eines Kreises, so liegen 
nach erfolgter Drehung beide Teile der Kreislinie in der- 

Pfl leger, Blementore Planimetrie. 3 
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selben Halbebene und bilden in dieser den Ort für alle 
Punkte, deren Mittelpunktsabstand gleich dem Radius ist. 
i)a nun in keiner Halbebene die Gesamtheit dieser Punkte 
durch die Drehung geändert wurde ^ so decken sich nach 
dem Zusammenklappen der Halbebenen die beiden Teile 
der Kreislinie^ also auch die beiden Teile der Kreisfläche. 
Die betrachteten Teile heifsen daher Halbkreise. Somit 
ergeben sich die Sätze: 

Jeder Durchmesser teilt denKreis in kongruente 
Teile. 

Durch Zusammenklappen zweier Halbebenen 
um einen Kreisdurchmesser werden beide Halb- 
kreise zur Deckung gebracht. 

2. Jedes geometrische Gebilde imd jede Gesamtheit 
von geometrischen Gebüden heifst Figur. Ist eine Figur 
derart beschaffen^ dafs durch Drehung um eine bestimmte 
Gerade der Figur der eine Teil derselben mit dem andern, 
zur Deckung gebracht wird, sobald die durch jene Gerade 
bestimmten Halbebenen zusammengeklappt werden, so sagt 
man: die Figur ist bezügUch jener Geraden symmetrisch, 
imd die Gerade ist eine Achse der Figur. Unter Benutzung 
dieser Begriffe kann der zuletzt ausgesprochene Satz auch 
folgendermaisen ausgedrückt werden: 

Der Kreis ist symmetrisch bezüglich jedes 
Durchmessers, und jeder Durchmesser ist eine Achse 
des Kreises. 

Übungen zu § 14. 

.1. Eine halbierte Strecke^ eine in 3, 4, 5 gleiche Teile 
geteilte Strecke zu zeichnen. 

2. Welches ist die Achse von zwei gegebenen ELreisen? 

3. Warum haben zwei Kreise im aUgemeineü eine 
einzige Achse, und bei welcher Lage haben sie unetidlieli 
viele Achsen? 

4. Wie müssen die Mittelpunkte von drei Kreisen 
Hegen, damit diese eine symmetrische Figur büden? 

5. Wieviel Achsen besitzen zwei gleiche Kreise, dije sich 
in zwei Punkten schneiden? 

6. Mit gegebenem Radius r einen Kreis zu zeichnen, 
der durch einen gegebenen Punkt Ä geht, und für den eine 
gegebene Gerade g eine Achse ist. 
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7. Mit gegebenen Radien a und b srwei Kreue ztr 
zeichnen^ die eine gegebene Gerade g zur Achse haben^ xati 
von denen der erste durch den gegebenen Punkt A, der 
zweite durch den gegebenen Punkt S geht. 

8. Durch einen gegebenen Punkt einen Kreis so 2tr 
zeichnen^ dals zwei gegebene Gerade Achsen des Kreises 
werden, 

9. Welcher Bedingung müssen drei Gerade genügen^ 
wenn sie Achsen desselben Elreises sein sollen? 

§ 15. Ber Bogen, der Sektor und die Sehne. 

1. Ein Teil einer KreiBlinie helfet Bogen. Ein Sektor 
oder Ausschnitt ist eui Teü der £j*ei^äche^ der dtffcb 
zwei Radien und einen Bogen begrenzt wird. Die Grenz* 
radien des Sektors nennt man seine Schenkel und den 
Mittelpunkt des Kreises den Scheitel des Sektcnns. Ein 
Sektor und der Bogen^ der einen Teil der Grenze des Sektors 
bildet, heüsen zusammengehörig. 

Der BogeM wird nach seinen Endpunkten benannt; der 
Sektor^ indem man die Bezeichnung für seinen Scheitel 
zwischen die Bezeichnungen für 
die Endpunkte des zugehörigen 
Bogeni» setzt. Der zu dem Bogen 
A B Am Kreises M gehörige 
Sektor heilst demnach: Sektor 
AMB (Fig. 16). Dörch zwei 
Punkte A und B einer Kreislinie 
werden zwei Bogen bestimmt^ 
vos denen der eine im allgemeinen 
kleiner^ der andere grofser als ein 
Halbkreis ist« Wenn nicht das v\%, le. 

Gegenteil ausdrücklich gesagt 

wird, so versteht man unter dem Bogen AB den kleinem 
der durch A und B begrenzten Bogen. Ebenso versteht 
man unter dem Sektor A MB den kleinem der beiden Sek- 
toren, die durch die Badien MA und MB bestimmt 
werden« 

Von jedem Punkte einer Kreislinie aus kann man diese 
in zwei entgegengesetzten Biohtungen durch einen Punkt 
durchlaufen denken. Zwei Bogen, die einen Endpunkt ge- 

8* 
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mein haben, können somit von dem gemeinschaftlichen End- 
punkte aus in derselben oder in entgegengesetzten Rich- 
tungen liegen. 

Den Radius kann man Hieb von einer gegebenen An- 
fimgslage aus in zwei entgegengesetzten Richtungen gedreht 
deinen. Dementsprechend liegen zwei Sektoren eines Kreises^ 
die einen Schenkel gemein haben, von die^^em aus in der- 
selben Drehungsrichtung oder in entgegengesetzten Drehungs- 
richtungen. 

2. Wenn zwei kongruente Kreise zur Deckung gebracht 
sind^ so kann man sich den einen um den gemeinschafb- 
lichen Mittelpunkt gedreht denken. Jeder Punkt dieser 
Kreislinie bewegt sich dann auf der festen, und jeder ihrer 
Punkte kann durch die Drehung mit jedem vorgeschiiebenen 
Punkte der festen zur Deckung gebracht werden. 

Ist AB ein Bogen des festen 
Kreises, C D ein Bogen des andern 
(Fig. 17), so kann dieser so gedreht 
werden, dafs beide einen gemtin- 
schaftlichen Endpunkt erhalten und 
in derselben Richtung liegen. Wir 
nehmen an, die Pimkte C und A 
seien zur Deckung gebracht. Wenn 
dann auch Z) mit B zusammenfällt, 

so sind beide Bogen kongruent und 

Fig. 17. gleich. Deckt sich D nicht mit JB, 

so ist AB<CD oder AB> CD, 
je nachdem AB als ein Teil von CD, oder CD als ein 
Teil von AB erscheint. Das Ergebnis der Vergleichung 
der Bogen AB und CD übertragt sich ohne weiteres arrf 
den Bogen des festen Kreises, welcher vor dier Drehung 
durch CD gedeckt wurde, und auf die zu den Bogen AB 
und CD gehörigen Sektoren. 

Man kann auch von den Sektoren AMB und CMD 
ausgehen imd durch Drehung des einen Kreises erreichen, 
dafs beide Sektoren einen gemeinschaftlichen Schenkel er- 
halten und von diesem aus in derselben Drehungsrichtung 
liegen. Wir nehmen an, Jf (7 und MA seien zur Deckung 
gebracht. Fallen dann auch MB und MD zusammen, so 
sind beide Sektoren kongruent und gleich. Wenn MB und 
JfZ) nicht zusammenfallen, so ist derjenige Sektor der kleinere, 
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welcher ganz durch den andern gedeckt wird, während in 
diesem Teile vorhanden sind, die nicht mit Teilen des ersten 
Sektors zur Deckung gebracht sind. Sind die Sektoren 
verglichen, so sind es auch die zugehörigen Bogen. Somit 
ergeben sich die Sätze: 

Zu kongruenten Bogen desselben Kreises oder 
kongruenter Kreise gehören kongruente Sektoren, 
und zu kongruenten Sektoren kongruente Bogen. 

Zu dem gröfsern von zwei Bogen desselben 
Kreises oder kongruenter Kreise gehört der gröfsere 
Sektor, und zu dem gröfsern Sektor der gröfsere 
Bogen. 

3. Man beschreibe um M zwei Kreise mit imgleichen 
Radien, konzentrische Kreise, und ziehe von M aus zwei 
Strahlen. Zwei Sektoren, die. in konzentrischen Kreisen 
von denselben Mittelpunktstrahlen begrenzt »^rerden, und 
von denen der eine ein Teü des andern ist, heifsen ent- 
sprechend. Die zu entsprechenden Sektoren gehörigen 
Bogen heifsen ebenfalls entsprechend, und jeder Sektor 
heilst entsprechend dem Bogen, welcher zu dem entsprechen- 
den Sektor gehört. Dann ergiebt sich sofort (Fig. 18): 



x-^ 
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Kongruenten Bogen (Sektoren) eines Kreises 
entsprechen kongruente Bogen (Sektoren) in jedem 
konzentrischen Kreise. 

Dem gröfsern von zwei Bogen (Sektoren) eines 
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Kreises entspricht der gröfsere Bogen (Sektor) in 
Indern konzentrischen Kreise. 

Jeder Kreis kann so verschoben gedacht werden, dais 
er mit einem gegebenen Kreise konzentrisch wird. Die- 
jenigen Bogen (Sektoren), welche durch eine solche Ver- 
schiebung oder durch eine Drehung um den gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkt ihrer Kreise in die Lage entsprechender 
Bogen (Sektoren) gebracht werden können, sollen ebenfalls 
entsprechend heifsen. Die vorigen Sätze bleiben für die 
neue Art von entsprechenden Bogen (Sektoren) bestehen. 

4. Zwei Durchmesser A C und B D eines E^reises teilen 
diesen in vier Sektoren (Bogen) (Fig. 19). Zwei benachbarte 




Fig. 19. 

heifsen Nebensektoren (Nebenbogen), zwei nicht be- 
nachbarte Scheitelsektoren (Scheitelbogen). Man sieht 
unmittelbar die Richtigkeit des Satzes ein: 

Nebensektoren (Nebenbogen) bilden zusammen 
einen Halbkreis. 

Jeder der beiden Scheitelsektoren AMB und CMD 
bildet mit dem Sektor AMD einen Halbkreis. Da beide 
Halbkreise gleich sind, so sind es auch ihre nicht gemein- 
schaftlichen Teile. So ergiebt sich der Satz: 

Scheitelsektoren (Scheitelbogen) sind gleich. 

5. Die Strecke, welche die Endpunkte eines Bogens 
verbindet, heifst die zu dem Bogen gehörige Sehne. 
Die Sehne, welche zu einem Bogen gehört, gehört auch zu 
dem zu dem Bogen gehörigen Sektor. Zur Unterscheidung 
des durch A und B begrenzten Bogens von der zugehörigen 

Sehne soll jener durch AB bezeichnet werden. 
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Die Sehne AB des Kreises M ist der Abstand von 
zwei Punkten der ELreislinie. Da die Strecke AB kleiner 
als die gebrochene Linie A MB 
(Fig. 20), und diese gleich dem 
Durchmesser ist, so kann der 
Satz ausgesprochen werden: 

Der Durchmesser ist die 
gröfste Sehne des Kreises. 

6. Wenn beim Vergleichen 
der Bogen AB und CD eines 
Kreises diese als gleich erkannt 
werden, so sind es auch die 
zugehörigen Sehnen. Somit gilt 
der Satz: 

Zu gleichen Bogen (Sek- 
toren) eines Kreises oder kongruenter Kreise ge- 
hören gleiche Sehnen. 

Stellt sich heraus, dafs AB =|= CD ist, so kann zunaehst 
über die zugehörigen Sehnen nichts ausgesagt werden, weil 
diese von A aus in verschiedenen Bichtungen liegen. Es 

seien nun AB und AD zw^ von A aus in derselben 
Richtung hegende Bogen, und 

zwar AB<AD (Fig. 21). Da 
jede Linie einen Mittelpunkt 
besitzt, so hat auch der Bogen 
B D einen Mittelpunkt P. Der 
Durchmesser PM bestimmt zwei / 
Halbebenen und zwei ELalbkreise. 




Setzen wir voraus, dafs ÄD, 

also auch AB und BD, kleiner 
als ein Halbkreis ist, so liegen 
bezügUch der Geraden PM die 
Punkte B und D in verschie- ^ 
denen Halbebenen, und A in 
der Halbebene des Punktes B. 
Die Sdbne AD fuhrt somit von einer Halbebene in die 
andere und schneidet daher die gemeinschaftliche Grenze 
beider, nämlich den Durchmesser MP. Sei Q der Schnitt- 
punkt. Durch Zusammenklappen beider Halbebenen wird 
D mit B zur Deckung gebracht Somit geht die Strecke 



Fig. 21. 
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-4. D in die gebrochene Linie ÄQB über, welche grofser als 
AB ist. Unter der Voraussetzung, dafs man sich 
auf Bogen (Sektoren) beschränkt, die kleiner als 
ein Halbkreis sind, kann also der Satz ausgesprochen 
werden: 

Zu dem gröfsern von zwei Bogen (Sektoren) 
desselben Kreises oder kongruenter Kreise gehört 
die gröfsere Sehne. 

Durch die Endpunkte einer Sehne werden zwei Bogen 
(Sektoren) bestimmt. Da der eine stets grofser als ein 
Halbkreis ist, falls nicht etwa die Sehne ein Durchmesser 
des Kreises ist, so werden wir durch obige Einschränkung 
gezwungen, den kl einem Bogen (Sektor) als zu der Sehne 
gehörig zu bezeichnen. 

7. Es seien AB und CD zwei Sehnen eines Kreises 
oder kongruenter Kreise. 

Ist AB == CD, so mufs für die zugehörigen Bogen 
eine der drei folgenden Beziehungen gelten: entweder 

AB<CD, oder AB=^ CD, oder AB> CD. Nach den 
bewiesenen Sätzen steht die zweite Beziehung allein im 
Einklang mit der über die Sehnen gemachten Annahme, 
dafs AB ^ CD sei, folglich ist sie die zutreffende. Somit 
folgt: 

Zu gleichen Sehnen eines Kreises oder kon- 
gruenter Kreise gehören gleiche Bogen (Sektoren). 

Ist AB^ CD, so mufs für die zugehörigen Bogen 
wieder eine der drei obigen Beziehungen gelten. Im vor- 
liegenden Falle ist aber die letzte die einzige, die mit der 
über die Sehnen gemachten Voraussetzung im Einklang steht, 

folgUch ist ÄB> CD. In Worten: 

Zu der gröfsern von zwei Sehnen eines Kreises 
oder kongruenter Kreise gehört der gröfsere Bogen 
(Sektor). 

Da man mit Hilfe des Zirkels gleiche Sehnen herstellen 
kann, so werden wir durch die vorstehenden Sätze in stand 
gesetzt, folgende Aufgaben zu lösen: 1) zu einem gegebenen 
Bogen (Sektor) in demselben oder in einem kongruenten 
Kreise einen kongruenten Bogen (Sektor) zu zeichnen, 
2) zu einem gegebenen Bogen (Sektor) in einem beliebigen 
Kreise einen entsprechenden Bogen (Sektor) zu konstruieren. 
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In den Sätzen, welche über Bogen und Sehnen handehi^ 
konnte wegen der über Bogen und Sektoren bewiesenen 
Sätze für den Bogen der zugehörige Sektor eintreten. Man 
kann aber die Sätze^ welche die Beziehung von zwei Sektoren 
(Sehnen) auf die zugehörigen Sehnen (Sektoren) übertragen, 
auch ohne Zuhilfenahme der zugehörigen Bogen ableiten. 

8. Wenn zwei Bogen (Sektoren) eines Kreises, die 
einen Endpunkt (Scheiütel) gemein haben, in derselben 
Richtung (Drehungsrichtung) liegen, so zerfallt der gröfsere 
in zwei Teile, von denen der eine der kleinere selbst ist; 
der andere Teil heifst die Differenz der gegebenen Bogen 
(Sektoren). 

Zwei Bogen (Sektoren) eines Kreises, die einen End- 
punkt (Schenkel) gemein haben, aber in entgegengesetzten 
Richtungen (Drehungsrichtungen) liegen, bilden zusammen 
einen dritten Bogen (Sektor), der die Summe der gegebenen 
Bogen (Sektoren) heilst. 

Wenn die Summe von zwei Bogen (Sektoren) einen 
Halbkreis beträgt, so nennt man jeden einen Supplement- 
bogen (Supplementsektor) oder kürzer ein Supplement 
des andern. Wie mit Strecken, so kann man auch mit 
Bogen (Sektoren) Aggregate und Summen aus gleichen 
Summanden bilden. Letztere werden wieder Produkte 
genannt; der Multiplikaiid ist ein Bogen (Sektor), der Mul- 
tiplikator eine ganze Zahl. 

Bezeichnet man jeden Bogen (Sektor) durch einen 
einzigen Buchstaben, so kann die früher für Summen, 
Differenzen, Aggregate imd Produkte eingeführte Zeichen- 
sprache ohne weiteres auf Bogen (Sektoren) übertragen wer- 
den. Dieselben Gesetze gelten hier wie dort. Damit man 
in jedem einzelnen Falle sofort erkennt, ob ein gegebener 
Ausdruck sich auf Strecken oder Bogen (Sektoren) bezieht, 
pflegt man Bogen (Sektoren) durch griechische Buchstaben 
zu bezeichnen. (Siehe auch § 42). 



Übungen zu § 15. 

1. In dem einen von zwei kongruenten ELreisen einen 
Bogen zu zeichnen, der von einem gegebenen Punkte be- 
grenzt wird imd einem gegebenen Bogen des andern Kreises 
gleich ist. 
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2. In dem Scheitel eines gegebenen Strahles soll an 
diesen ein Sektor angetragen werden, der einem gegebenen 
Sektor gleich ist. 

3. Einen Bogen (Sektor) zu zeichnen^ der in 2, 3^ 4 
Reiche Teile geteilt ist 

4. Zu einem gegebenen Bogen eines Kreises soU ein 
entsprechender Sektor gezeichnet werden. 

5. In dem einen von zwei gegebenen Kreisen einen 
Bogen zu zeichnen, welcher einem gegebenen Sektor des 
andern Kreises entspricht imd durch einen gegebenen 
Punkt begrenzt wird. 

6. Warum gehört zu jedem Sektor eine Halbierungs- 
linie? Welche Punkte verbindet sie? 

7. Die Halbierungslinien von Nebensektoren (die Mittel- 
punkte von Nebenbogen) begrenzen den vierten Teil des 
j&eises. 

8. Die Mittelpunkte von Scheitelbogen liegen mit dem 
Mittelpunkte des Kreises in einer Geraden. Welcher Satz 
kann über die Halbierungslinien von Scheitelsektoren aus- 
gesprochen werden? 

9. In einen gegebenen Kreis eine gegebene Strecke 
als Sehne einzutragen. 

10. Gegeben ein Kreis M und ein Punkt P jauf den^ 
Kreise. Welcher Punkt der Kreislinie hat den gröfsten 
Abstand von P? 

11. Von zwei gegebenen Bogen (Sektoren) eines 
Kreises die Summe und die Differenz zu zeichnen. 

12. Von der Summe und der Differenz von zwei 
gegebenen Bogen (Sektoren) eines Kreises dieSumme 
und die Differenz zu zeichnen. In welcher Be- 
ziehung steht die neue Summe zu dem gröfsern, 
und die neue Differenz zu dem kleinern der ge- 
gebenen Bogen (Sektoren)? 

13. Gegeben zwei gleiche Kreise P und Q, in dem 

erstem ein Bogen AB, Es soll in dem Kreise Q zn AB 
ein Supplementbogen gezeichnet werden, der durch den 
gegebenen Punkt C begrenzt wird. 

14. In einem Pimkte einer gegebenen Geraden soll 
an diese das Supplement eines gegebenen Sektors an- 
getragen werden. 
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15. Gegeben zwei Kreise P und Q, in dem erstem ein 

Bogen AB (Sektor ÄPB). In dem Kreise Q einen Bogen 

(Sektor) zu zeichnen, der dem Nebenbogen von AB (Neben- 
sektor von ÄPB) entspricht. 

16. Wenn von zwei Bogen (Sektoren) eines Kreises 
jeder gröfser als ein Halbkreis ist, so gehört zu dem grofsem 
Bogen die kleinere Sehne. 

17. Wenn man von den zwei Bogen, die durch die 
Endpunkte einer Sehne bestimmt werden, den grofsem als 
den zu der Sehne gehörigen Bogen bezeichnet, so gehört 
zu der grofsem von zwei Sehnen der kleinere Bogen. 

18. Die Sätze, welche die Beziehungen von zwei Sek- 
toren auf die zugehörigen Sehnen übertragen, sollen ohne 
Zuhilfenahme der zugehörigen Bogen bewiesen werden. 

19. Die Aufgaben in § 7 No. 6, 7, 8 unter der An- 
nahme zu lösen, dafs die Strecken durch Bogen ersetzt 
werden. 



§ 16. Der Winkel. 

1. Von dem gemeioschaftlichen Mittelpunkte M zweier 
konzentrischen Kreise aus ziehe man zwei Strahlen, die die 
entsprechenden Sek- 
toren A MB und A'MB' 
aasschneiden (Fig. 22). 
Zur bequemem Unter- 
scheidung sollen die 
Kreise beziehungsweise 
durch M und Jf ' be- 
zeichnet werden. 

Lafst man den Ra- 
dius von Jf über jeden 
noch so klein gedach- 
ten Wert hinaus ab- 
nehmen und dann wach- 
sen, bis er den Badius 
des festen Kreises M 
erreicht, so wird beim 
Wachsen des Klreises M' jeder Punkt innerhalb M eüi 
eioziges Mal durch einen Punkt der Kjreislinie Jf' , und 
jeder Punkt ionerhalb des Sektors AMB ein einziges Mal 




Fig. 99. 
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durch einen Punkt des Bogens AB' gedeckt Man kann 
sich also jeden Kreis M durch eine Kreislinie und jeden 
Sektor A MB jenes Kreises durch einen Bogen beschrieben 
denken, wenn man annimmt, dafs der Radius von einem 
Werte aus, der kleiner als jede noch so klein gedachte 
Strecke ist, wachse, bis er den Radius des gegebenen Kreises 
erreicht. Läfst man den Radius des Kreises M' weiter 
wachsen, bis er jede noch so grofs gedachte Strecke über- 
trifft, so kann man weder in der Ebene noch .in der Winkel- 
fläche AMB einen Punkt nachweisen, der nicht durch einen 
Punkt der Kreislinie Jf', beziehungsweise des Bogens A £% 
gedeckt worden wäre. Die Ebene und einen gegebenen 
Winkel kann man sich also in ähnlicher Weise beschrieben 
denken, wie einen Kreis und einen seiner Sektoren. Wir 
entnehmen hieraus die Berechtigung, die Ebene als einen 
Kreis von unendlich grofsem Radius unH jeden Winkel der 
Ebene als einen Sektor dieses Kreises zu betrachten. 

Der Winkel wird in derselben Weise wie der Sektor 
bezeichnet, aber unter Vorsetzung des Zeichens ^. 

2. Die vorstehende Auffassung der Ebene und des 
Winkels nötigt uns, den betrachteten Winkel und den Sektor 
AMB dl^ entsprechende Sektoren in konzentrischen Kreisen 
za betrachten. Die Sätze über Sektoren gelten, ihre Radien 
mögen so grofs oder so klein sein, wie man wül; doch 
kann, wie aus § 12, 3 hervorgeht, nicht ohne weiteres 
gefolgert werden, dafs sie giltig bleiben, wenn von zwei 
entsprechenden Sektoren der eine sich ins Unendliche er- 
streckt. Wir machen daher die Annahme, dafs die 
Sätze über Sektoren ihre Giltigkeit behalten, wenn 
die Schenkel der Sektoren jeden noch so grofs ge- 
dachten Wert übertreffen, d. h. wenn die Sektoren in 
Winkel übergehen. Dieser Annahme gemäss übertragen 
wir die über Sektoren aufgestellten Erldärungen und Sätze 
in folgender Weise auf Winkel: 

Die Grenzstrahlen des Winkels nennt man seine 
Schenkel, ihren gemeinschaftlichen Scheitel den Scheitel 
des Winkels. 

Ein Winkel, der Sektor und der Bogen, die in einem 
Kreise um den Scheitel des Winkels durch die Winkel- 
fläche gedeckt werden, heifsen entsprechend. 

Unter dem Winkel zweier Strahlen versteht man, wenn 
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nicht ausdrücklich eine andere Festsetzung getroffen wird, 
denjenigen, welcher einem Bogen entspricht, der kleiner als 
ein Halbkreis ist. 

Zwei Gerade der Ebene teüen diese in vier Winkel: 
zwei benachbarte heifsen Nebenwinkel, zwei nicht benach- 
barte nennt man Scheitelwinkel. 

Die Differenz (die Summe) zweier Winkel ist der Winkel, 
welcher der Differenz (der Summe) der Sektoren entspricht, 
die den gegebenen Winkeln entsprechen. 

Winkel, deren Summe eine Halbebcne betragt, heifsen 
Supplementwinkel. 

Kongruenten Bogen (Sektoren) desselben Kreises oder 
kongruenter Kreise entsprechen kongruente Wmkel. 

Dem gröfsem von zwei Bogen (Sektoren) desselben 
Kreises oder kongruenter Kreise entspricht der gröfsere 
Winkel, und dem gröfsem von zwei Winkeln der gröfsere 
Bogen (Sektor) eines Kreises. Entsprechenden Bogen (Sek- 
toren) zweier Kreise entsprechen kongruente Winkel, und 
kongruenten Winkeln entsprechen entsprechende Bogen 
(Sektoren) zweier Kreise. 

Je zwei Halbebenen sind kongruent. 

Nebenymikel sind Supplementwinkel, und Scheitelwinkel 
sind kongruent. 

Die Konstruktionen von Winkeln werden durch die 
Konstruktionen von entsprechenden Bogen (Sektoren) ersetzt. 

Wir fügen noch folgende Erklärungen hinzu: 

Wenn zwei Strecken a und b einen gemeinschaftlichen 
Endpunkt haben, so versteht man unter dem Zeichen -^ (a b) 
den Winkel zwischen den durch die Strecken bestimmten 
Strahlen. 

Winkel werden wie Bogen (Sektoren) auch durch 
griechische Buchstaben bezeichnet. Die Ausdrücke, welche 
Winkel enthalten, (Smnmen, Differenzen, Aggregate, Produkte) 
unterliegen denselben Gesetzen, wie die entsprechenden 
Ausdrücke für Sektoren (Bogen). 

Die Halbebene nennt man auch einen flachen oder 
gestreckten Winkel. 

Ein Winkel, der einem Viertelkreise entspricht, heilst 
ein rechter Winkel oder ein Rechter und wird durch 
jR bezeichnet. Von der Halbebene sagt man daher, sie 
betrage zwei Bechte. 
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Winkel^ die kleiner als ein Rechter sind, heiTsen spit^;; 
solche, die gröiser als ein Rechter, aber Meiner als zwei 
Rechte sind, stumpf; Winkel, die eine Halbebene über- 
treffen, nennt man überstumpf. 

3. Jeder Bogen AB hat einen einzigen Mittelpunkt. 

Der Mittelpunktstrahl, der durch den Mittelpunkt von AS 

geht, halbiert sowohl den Sek- 
tor A MB als auch den ent- 
sprechenden Winkel (Fig. 23). 
Somit ergiebt sich der Satz: 
JederWinkel hat eine 
'' einzige Halbierungslinie. 
Wenn -^ A MB ein ge- 
streckter ist, so wird er durch 
seine Halbierungslinie in zwei 
Rechte geteilt, und die Neben- 
winkel dieser sind ebenfalls 
Rechte. Von zwei Geraden, 
Fig. JJ5. die rechte Winkel einschKe- 

fsen, sagt man, dafs sie senk- 
recht aufeinander stehen; jede v(mi ihnen heifst ein Lot 
oder eine Senkrechte zu der andern. Aus dem vorigen 
Satze ergiebt sich daher der folgende: 

In jedem Punkte einer Geraden giebt es ein 
einziges Lot zu der Geraden. 

Die Gerade, die einen Winkel halbiert, bestimmt zwei 
Halbebenen. Durch Zusammenklappen derselben werden 
die Schenkel des Winkels zur Deckung gebracht. Daher 
die Sätze: 

Die Halbierungslinie eines Winkels ist eine 
Achse des Winkels, und die Sehenkel eines Winkels 
bilden mit dessen Halbierungslinie eine symme- 
trische Figur. 

Von zwei Geraden, die aufeinander senkrecht 
stehen, ist jede eine Achse der andern. 

Wenn zwei Strecken oder Strahlen Teile von zuein- 
ander senkrechten Geraden siud, so sagt man auch von 
ihnen, dafs sie aufeinander senkrecht stehen. 

4. Durch Zusammenklappen der beiden Halbebenen, 
die durch die Achse einer symmetrischen Figur bestimmt 
werden, wird jede Linie, die in der einen Halbebene der 
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Figur angehört^ mit einer LLoie der andern Halbebene zur 
Deckung gebracht^ welche ebenfalls der Figur angehört 
Zwei solche Linien heifsen symmetrisch. Wenn zwei Linien 
einer synunetrisdien Figur sich aufserhalb der Achse in der 
einen Halbebene schneiden^ so schneiden sich die zu ihnen 
symmetrischen Linien ebenfalls aufserhalb der Achse in der 
andern Halbebene. 

Denkt man sich 
in jedem der Punkte 
Ä und B der Ge- 
raden PQ das Lot 
errichtet (Fig. 24), so 
ist PQ eine Achse 
der Figur. Da die 

beiden Senkred:iten jj 

^ C und J5D sich "^ 
nicht auf der Achse 
schneiden, so mufs 
von zwei Annahmen, 
die über die beiden 
Lote gemacht werden 
können, die eine zutreffen: entweder schneiden sie sich in 
einem einzigen Punkte aufserhalb der Achse, oder sie schnei- 
den sich überhaupt nicht. 

Jedes der beiden Lote zerfällt in zwei symmetrische 
Strahlen. Schnitten sich die Strahlen der einen Halbebene, 
ßo würden sich die zu ihnen symmetrischen Strahlen der 
andern Halbebene ebenfells schneiden. Die beiden Lote 
würden also zwei gemeinschaftliche Punkte haben, mithin 
zusammenfallen, was zu der Voraussetzung, dafs es zwei 
verschiedene Gerade sind, in Widerspruch steht. £s ist 
demnach nicht möglich, dafs die betrachteten Lote einen 
einzigen Schnittpunkt haben. Da die erste Annahme hin- 
fällig ist, so ist die zweite die zutreffende. 

Wenn man zwei Gerade einer Ebene, die sich nicht 
schneiden, als parallel bezeichnet, so kann also der Satz 
ausgesprochen werden: 

Zwei Gerade, die auf derselben dritten senk- 
recht stehen, sind parallel. 

5. Das Stück der Ebene, welches von zwei Parallelen 
begrenzt wird, heilst Streifen. 
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Die Parallelen A C und BD (Fig. 24) bestimmen vier Halb- 
ebenen^ von denen zwei den Punkt P enthalten. Die durch. 
A C begrenzte Halbebene P deckt nur einen Teil der durch 
BD bestinunten Halbebene P, der Streifen bleibt ungedeckt. 
Nach der für endliche Gebilde geltenden Festsetzung (§11) 
müiste daher jene als die kleinere^ diese als die gröfsere 
bezeichnet werden. Andererseits sind je zwei Halbebenen 
kongruent. Die för endliche Gebilde geltende Festsetzung 
würde daher verlangen, dafs beide Halbebenen als gleich 
betrachtet werden. Zu demselben Ergebnis wie bei den 
Halbebenen gelangt man durch Vergleichen der Winkel CAP 
und DBF. 

Da nach unserer Auffassung des Winkels kongruente 
Winkel als kongruente Sektoren zu betrachten sind, so wer- 
den wir durch die Annahme in § 16, 2 gezwungen, je zwei 
kongruente Winkel, also auch je zwei Halbebenen und je 
zwei rechte Winkel als gleich zu bezeichnen. Wir müssen 
daher den Grundsatz aufstellen: 

Beim Vergleichen der Winkel bleiben Streifen 
und Streifenhälften aufser Betracht. 

Sind nun. zwei Gerade A C und B D parallel, und ist 
P Q senkrecht zu A C (Fig. 24), so unterscheiden sich die 
Winkel CAP und DBP um eine Streif enhälfte. Beide sind 
daher gleich, und wir erhalten den Satz: 

Jedes Lot zu einer von zwei Parallelen steht 
SLUch auf der andern senkrecht. 

Übungen zu § i6. 

1. Einen Winkel zu zeichnen, der einem gegebenen 
Winkel gleich ist. 

2. Einen Winkel zu zeichnen, der durch einen ge- 
gebenen Strahl halbiert wird. 

3. Einen Winkel zu zeichnen, der durch zwei gegebene 
Strahlen mit gemeinschaftlichem Scheitel in drei gleiche 
Teile geteilt wird. 

4. An einen gegebenen Strahl in seinem Scheitel das 
Supplement eines gegebenen Winkels anzutragen. Wieviel 
Jjösungen hat die Aufgabe, und durch welche weitere Be- 
stimmung wird sie eindeutig? 

5. Die Summe und die Differenz von zwei ge- 
gebenen Winkeln zu zeichnen. 
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6. Von der Summe und der Differenz zweier 
gegebener Winkel die Summe und die Differenz zu 
zeichnen. Welche Beziehung hat die neue Differenz 
zu dem kleinern, und die neue Summe zu dem 
gröfsern der gegebenen Winkel? 

7. An einen gegebenen Strahl in dem Scheitel einen 
Winkel anzutragen, der ein Vielfaches eines gegebenen 
Winkels ist. 

8. Wieviel Rechten ist die Ebene gleich, und welche 
Beziehung mufs zwischen Nebenwinkeln bestehen, damit 
jeder ein Rechter sei? 

9. Jeder von zwei Nebenwinkeln soll mit einem Rechten 
verglichen werden. Zwei Nebenwinkel können stets durch 
eine Summe und eine Differenz ausgedrückt werden, von 
denen die ersten Glieder gleich, die zweiten entgegen- 
gesetzt sind. 

10. Zu welcher Art von Winkeln gehört der Neben- 
winkel 1) eines stumpfen, 2) eiues rechten, 3) eines spitzen 
Winkels? 

11. Zu welcher Art von Winkeln gehört der, der 
1) einen spitzen, 2) einen stumpfen, 3) einen überstumpfen 
zu einer Ebene ergänzt? 

12) Welcher Winkel wird von den Halbierungslinien 
zweier Nebenwinkel eingeschlossen? Welcher Satz spricht 
die Beziehung solcher Halbierungslinien aus? 

13. Welche Lage haben die Halbierungslinien von 
Scheitelwinkeln? 

14. Wenn ein halbierter Winkel mit einem Lote auf 
der Halbierungslinie gegeben ist, welches ist die Achse der 
Figur? Welche Strecken und Winkel der Figur sind 
kongruent? 

15. Wieviel Achsen haben zwei sich schneidende Gerade? 

16. Wenn eine Gerade auf dem Durchmesser eines 
Kreises senkrecht steht, welches ist die Achse der Figur? 
Welche Strecken und welche Winkel der Figur sind gleich, 
wenn jene Gerade von dem Kreise geschnitten wird? 

17. Unter welcher Bedingung bilden ein Kreis und 
ein Winkel oder ein Kreis und zwei zu einander senkrechte 
Gerade eine sjrmmetrische Figur? 

Pfl leger, Elementare Planimetrie. 4 
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18. Wenn zwei Winkel den Scheitel und einen Schenkel 
gemein haben^ und die nicht gemeinschaftlichen Schenkel 
aufeinander senkrecht stehen^ wie grofs ist der Winkel 
zwischen den Halbierungslinien jener Winkel? 

19. Die Au%aben in § 7, No. 6, 7, 8 unter der Vor- 
aussetzung zu lösen^ dafs die Strecken durch Winkel ersetzt 
werden. 



Sechstes Kapitel« 

Der geometrische Lehrsatz. 



§ 17. Die Normalform, die ümkehrnng nnd der 

indirekte Beweis« 

1. Wenn man um 
den Scheitel M eines hal- 
bierten Winkels einen 
Kreis beschreibt (Fig. 25), 
so schneidet dieser die 
Schenkel in zwei Punkten 
B und Gy die von dem 
Scheitel gleiche Abstände 
haben. Ist A ein belie- 
big angenommener Punkt 
auf der Halbierungslinie 
des Winkels, so ist die 
Gerade MA sowohl für 

den Kreis als auch für den Winkel eine Achse. Durch 
Zusammenklappen der durch MA bestimmten Halbebenen 
werden also sowohl die beiden Halbkreise als auch die 
Schenkel des Winkels zur Deckung gebracht. Der Punkt 
By der in seiner Halbebene der einzige Schnittpunkt des 
einen Halbkreises und des einen Schenkels ist, fällt also 
beim Zusammenklappen mit dem Punkte G zusammen, 
welcher ebenfalls in seiner Halbebene der einzige Punkt 
ist, den der zweite Halbkreis und der zweite Schenkel 
gemein haben. Als Punkte der Achse bleiben A und M bei 
der Drehung der einen Halbebene in ihrer Lage. Mithin 

4* 
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decken sich auch die Strahlen AB und A C, sowie die 
Winkel BAM und CAM. 

Durch die Herstellung der Figur wurden dieser folgende 
Eigenschaften beigelegt: zwei Strahlen verbinden einen 
Pimkt der Halbierungslinie mit Punkten der Schenkel, die 
von dem Scheitel gleiche Abstände haben. Wir erkennen 
nachträglich, dafs ihr mit Notwendigkeit auch noch folgende 
Eigenschaft zukommt: der Winkel der genannten Strahlen 
wird durch die Halbierungslinie des gegebenen Winkels 
halbiert 

Die Gesamtheit der Eigenschaften, die einer Figur 
bei ihrer Herstellung beigelegt werden, heifst die Voraus- 
setzung; die Gesamtheit der Eigenschaften, welche in 
einer Figur nach ihrer Herstellung entdeckt werden, nennt 
man die Folgerung. Die Voraussetzung und die Folgerung 
können zu einem Satzgefüge vereinigt werden, welches aus 
einem die Voraussetzung enthaltenden Bedingungsatze und 
einem die Folgerung aussprechenden Hauptsatze besteht 
Ein solches Satzgefüge heilst die Normalform des geo- 
metrischen Lehrsatzes. 

Der in Rede stehende Lehrsatz würde etwa lauten: 
Wenn zwei Strahlen einen Punkt der Halbierungslinie eines 
Winkels mit zwei Punkten der Schenkel verbinden, die 
von dem Scheitel gleiche Abstände haben, so wird der von 
jenen Strahlen eingeschlossene Winkel durch die Halbierungs- 
linie des gegebenen Winkels halbiert. 

Da der Hauptsatz des Satzgefüges stets eine Behauptung 
enthält, so wird die Folgerung auch Behauptung genannt 

2. Unter den früher bewiesenen Sätzen finden wir 
folgende: 

Zu gleichen Bogen eines Kreises gehören gleiche Sehnen. 

Zu gleichen Sehnen eines Kreises gehören gleiche Bogen. 

In der Normalform lauten sie: 

Wenn zwei Bogen eines Kreises gleich sind, so sind 
auch die zugehörigen Sehnen gleich. 

Wenn zwei Sehnen eines Kreises gleich sind, so sind 
auch die zugehörigen Bogen gleich. 

Aus der Normalform der beiden Sätze ersieht man, 
dafs die Voraussetzung des ersten Satzes die Behauptung 
des zweiten, und die Behauptung des ersten die Voraus- 
setzung des zweiten ist. 
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Wenn von zwei Sätzen der eine aus dem andern durch 
eine teilweise oder eine vollständige Vertauschung der Vor- 
aussetzung mit der Behauptung hervorgeht, so nennt man 
jeden der beiden Sätze die Umkehrung des andern. 

3. Bei dem Beweise der Sätze, welche die Beziehung 
von zwei Sehnen auf die zugehörigen Bogen übertragen, 
wurde folgendermaisen verfahren. Nachdem über zwei ge- 
gebene Sehnen eines Kreises eine bestimmte Voraussetzung 
aufgestellt worden war, wurden alle Aussagen aufgezählt, 
die man beim Vergleichen zweier Bogen eines Kreises über- 
haupt machen kann, und die Überzeugung gebUdet, dafs 
von diesen Aussagen eine einzige mit Ausschlufs aller 
übrigen für die beiden betrachteten Bogen gelten mufs. Dann 
wurde mit Hilfe von schon bewiesenen Lehrsätzen gezeigt, 
dafs von den aufgezählten Aussagen alle bis auf eine einzige 
zu Folgerungen führen, die mit der Voraussetzung in Wider- 
spruch stehen. 

Wenn bei einem Beweise gezeigt wird, dafs von allen 
Behauptungen, die bei einer Figur denkbar sind, eine ein- 
zige mit der aufgestellten Voraussetzung im Einklang ist, 
die übrigen aber der Voraussetzung widersprechen, so heifst 
das Beweifsverfahren indirekt. 



Übungen zu § 17. 

1. Folgende Lehrsätze sollen in der Normalform aus- 
gesprochen werden: 

1. Zu dem gröfsem von zwei Bogen eines Kreises 
gehört der grölsere Sektor. 

2. Die Verbiadungslinie der Mittelpunkte zweier 
Kreise ist ihre Achse. 

3. Der Durchmesser ist die grölste Sehne des Kreises. 

4. Jeder Durchmesser teilt den Kreis in kongruente 
Teüe. 

5. Nebenwinkel sind Supplementwinkel. 

6. Scheitelwinkel sind gleich. 

7. Jeder Winkel hat eine einzige Halbierungslinie. 

8. In jedem Punkte einer Geraden giebt es ein 
einziges Lot zu der Geraden. 

9. Gleiche Nebenwinkel sind Rechte, 
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10. Von zwei ungleichen Nebenwinkeln ist der eine 
um ebensoviel kleiner als ein Rechter^ als der 
andere gröfser als ein Rechter ist. 

11. Die Halbierungslinien von Nebenwinkeln stehen 
senkrecht aufeinander. 

12. Scheitelwinkel werden durch dieselbe Grerade 
halbiert 

2. Von den vorstehenden Sätzen sollen die XJm- 
kehrungen gebildet werden. Von welchen Sätzen sind die 
Umkehrungen richtige von welchen falsch? 

3. In welcher Beziehung mufs ein Satz zu einem schon 
bewiesenen Satze stehen^ damit sein Beweis auf indirektem 
Wege versucht werden kann? 



Siebentes Kapitel. 

Die Mittelsenkrechte und die Funda- 
mentalkonstruktionen. 



yr 



§ 18. Die Mittelsenkrechte. 

1. Da jede Strecke AB einen einzigen Mittelpunkt II 
hat^ und es zu jeder Geraden in einem gegebenen Punkte 
M. ein einziges Lot giebt, so ge- 
hört zu jeder Strecke eine einzige 
Gerade^ die durch den Mittelpimkt 
der Strecke geht und zugleich auf 
dieser senkrecht steht (Fig. 26). 
Diese Gerade heifst die Mittel- 
senkrechte der Strecke. ^^^ 

Die Mittelsenkrechte der ^ 
Strecke ^J5 ist eine Achse der 
Geraden JLjB, folglich werden durch 
Zusammenklappen der durch die 
Mittelsenkrechte bestimmten Halb- 
ebenen die Strahlen M.A und M.B 
zur Deckung gebracht. Wegen der 
Gleichheit der Strecken MA und ' 

MB fallen aber auch die Punkte A und 3 aufeinander. 
Daher der Satz: 

Die Mittelsenkrechte einer Strecke ist die Achse 
der Strecke. 

Punkte, welche beim Zusammenklappen zweier Halb- 
ebenen zur Deckung kommen, heilsen symmetrisch bezüghch 
der gemeinschaftlichen Grenze der Halbebenen, und diese 



1 
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heifst daher auch die Achse der betrachteten Punkte. So- 
mit ist die Mittelsenkrechte einer Strecke auch die Achse 
ihrer Endpunkte. Die Achse zweier Punkte und ihre Ver- 
bindungslinie stehen also aufeinander senkrecht. 

2. Ist C ein beliebiger Punkt der Mittelsenkrechten 
von ÄBy so werden durch Zusammenklappen der Halb- 
ebenen Ä und B die Strecken Ä C und B C zur Deckung 




Piff. 27. 

gebracht (Fig. 27). Jeder Punkt der Mittelsenkrechten hat 
also gleiche Abstände von den Endpunkten der Strecke. 

Ist D ein beliebiger Punkt der Halbebene B, so führt 
die Strecke Ä D aus einer Halbebene in die andere, folglich 
über die Grenze beider. Sei F der Schnittpunkt von ÄD 
und der Mittelsenkrechten, dann ist ÄF==BF; die Strecke 
ÄD und die gebrochene Linie BFD sind also gleich. 
Letztere ist aber grölser als die Strecke B Dy die ihre End- 
punkte verbindet; mithin auch ÄD> BD, Jeder Punkt 
der Halbebene B liegt also näher bei B wie bei Ä. Ebenso 
kann gezeigt werden, dafs jeder Punkt der Halbebene Ä 
diesem Punkte naher liegt, als dem Punkte B. 

Die Gesamtheit der Punlite der Mittelsenkrechten ist 
denmach identisch mit der Gesamtheit der Punkte, die von 
den Endpunkten der Strecke gleiche Abstände haben, oder 
in andern Worten: 

Der Ort für alle Punkte, die von zwei gegebenen 
Punkten gleiche Abstände haben, ist die Mittel- 
senkrechte ihrer Verbindungslinie. 



§ 18. Die Mittelsenkreclite. 
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3. Die Mittelsenkrechte einer Strecke AB ist eine 
Gerade und daher durch zwei Punkte bestimmt. 

Wird in der Ebene 
ein Punkt P gewählt, der 
näher bei B als bei A 
Hegt, z. B. der Punkt B 
selbst oder ein Punkt auf 
der Verlängerung von AB 
(Fig. 28), so giebt es auf 
dem Kreise um A mit 
dem Radius AP sowohl 
Punkte, die bezüglich der 
gesuchten Mittelsenkrech- 
ten in der Halbebene B 
liegen, als auch solche, die 
der Halbebene A ange- 
hören. Da nun der Kreis 
A eine geschlossene Linie 
ist, so schneidet er die 
Grenze der beiden Halb- 
ebenen in mindestens zwei 
Punkten, und jeder dieser 

Punkte liegt auf einem Kreise um B mit dem Radius AP. 
Man kann also um A und B gleiche Kreise zeichnen, die 
sich schneiden: die Verbindungslinie ihrer Schnittpunkte 
ist die Mittelsenkrechte von AB, 

Die Mittelsenkrechte einer Strecke schneidet diese in 
ihrem Mittelpunkte. 

Wenn man beide Hälften der Strecke a halbiert, so 
erscheint a in vier gleiche Teüe geteilt. Durch weiteres 
Halbieren jedes der gleichen Teile erhält man der Reihe 
nach 8, 16, 32 gleiche Teile u. s. w. Die Anzahl der gleichen 
TeUe, die man durch Halbieren einer Strecke und der ent- 
standenen gleichen Teile erhält, ist stets eine Zahl, die 
keinen andern Primfaktor enthält als 2. 

4. Die Hälfte, der 4. Teil, der 8. Teil von a werden 

beziehungsweise durch ^, — , — bezeichnet. 

Wenn n eine ganze Zahl ist, so versteht man allgemein 
unter — die Strecke, von der das n-fache gleich a ist. Eine 
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Strecke, die durch Teilen einer gegebenen Strecke in eine 
vorgeschriebene Anzahl von gleichen Teilen erhalten wird, 
nennt man Quotient der gegebenen Strecke und der ge- 
gebenen Zahl; die Strecke heilst Dividend, die Zahl Divisor. 
Wird IQ der Summe (a + b) jeder Summand in 4 gleiche 
TeUe geteilt, so kann man ai^ Grund des Kommntetions- 
gesetzes die TeUe so anordnen, dafs a + 6 als das Vierfache 

von I— 4- -rl erscheint. Es ist also: 



(lH-3 



4+4 T"' 



Durch Verallgemeinerung dieser Überlegung ergiebt sich, 
wenn n eine ganze Zahl bezeichnet: 

n n^ n ' 

Die beiden letzten Gleichungen sind inhaltlich nicht von 
den folgenden verschieden: 

a + ^ ^ * 
""4 4^4 

und: 

a + h h a 

n 1% n 

Sind die Summanden eiaer Summe gleich, so folgt 
weiter: 

a a a a -{- a -\- a 

4 + 4 + 4 ^ 4 ' 

oder in anderer Schreibweise: 

a ^ 3a 
4 • ^ ^ "T- 

Allgemein erhält man, wenn^ und q ganze Zahlen sind: 

a ap 

— p = — . 

ff ff 

Die beiden letzten Gleichungen sind ihrem Inhalte nach 
mit den folgenden beziehungsweise identisch: 
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3a ^ a 

und: 

ap a 

-^ : p =- -. 

ff ff 

Ist 6 = ö"^ ^^ ^^ ^^ "^ ^y folglich: 

♦ - ..,. .-..,. , , 5a 





u Voc/, 


f = l 


o . o; 


C/ = U C* UHU 


"~5.8 


oder: 






a 

8 


5a 
"" 5.8' 




Allgemein 


erhalt 


man, 


wenn 
a 


wieder j)nnd 
aj) 
9.9 


g ganze Zahlen sind: 



(Siehe über die Reihenfolge der Faktoren § 7, 7). 

Für die Quotienten bestätigt sich also der schon früher 
ausgesprochene Satz über die Identität der Gesetze in der 
geometrischen und in der algebraischen Zeichensprache. 

Übungen zu § i8. 

1. Eine gegebene Strecke in 4, 8 gleiche Teüe zu 
teUen. Wieviel Kreise erfordert jede Aufgabe? 

2. Welches ist der Ort für die Schnittpunkte aller 
Paare von gleichen Kreisen, die zwei gegebene Punkte zu 
Mittelpunkten haben? 

3. Punkte zu finden, die von einem von 3 gegebenen 
Punkten einen gegebenen Abstand und von den beiden 
andern gleiche Abstände haben. 

4. Zu einem gegebenen Punkte den symmetrischen in 
Bezug auf eine gegebene Gerade zu zeichnen. 

5. Zu einer gegebenen Strecke, einem gegebenen Winkel, 
einem gegebenen Kreise das symmetrische Gebilde bezüglich 
einer gegebenen Achse zu konstruieren. 

6. Gegeben eiue Gerade g und zwei Paare von symme- 
trischen Punkten bezüglich g\ A und jB> P und ^. Welche 
Strecken und welche Winkel der Figur sind gleich? Welche 



60 Vll. Die Mitteleenkrechte a. die Fandamentalkonstroktionen. 

Beziehung besteht zwischen den Geraden AB und PQ? 
Wo schneiden sich 1) ^P und 5^, 2) ^ ^ und PP? 

7. Wieviel Achsen besitzt die aus zwei gleichen Kreisen 
bestehende Figur? In welcher Beziehung stehen diese 
Achsen zueinander? 

8. Gegeben eine Gerade g und zwei Punkte A und P 
aufserhalb g. Mit gegebenem Radius zwei gleiche Kreise 
so zu zeichnen, dafs der eine durch A geht, und die er- 
haltene Figur die Gerade g und eine nicht gegebene, &urch 
P gehende Gerade zu Achsen hat. 

9. Gegeben vier Punkte Jf, P, Q, A. Um den Punkt 
M und durch den Punkt A je einen Kreis so zu zeichnen, 
dafs die erhaltene Figur zwei Achsen besitzt, von denen 
die eine durch P und Q geht. 

10. Gegeben eine Gerade g und zwei Punkte A und B 
in derselben Halbebene bezüglich g. In der andern Halb- 
ebene soll ein Punkt C so bestimmt werden, dafs jede 
gebrochene Linie, die einen Punkt von g mit A und B 
verbindet, gleich derjenigen ist, die denselben Punkt von 
g mit A und C verbindet. Für welchen Punkt von g ist 
die Summe der Abstände von A und B am kleinsten? 

11. Auf einer gegebenen Geraden einen Punkt zu 
finden, der gleiche Abstände von zwei gegebenen Punkten 
hat. Bei welcher Lage der gegebenen Gebilde giebt es 
keinen solchen Punkt, und bei welcher Lage unendlich 
viele Punkte? 

12. Zwei Strecken zu finden, wenn ihre Summe 
und ihre Differenz zwei gegebenen Strecken be- 
ziehungsweise gleich sind. (8. § 7, Übungen 4u. 5). 

13. Folgende Strecken zu zeichnen, wenn a und 6 
gegeben sind: 

3 a 5 6 a a a 3a 4 a 1 a 

^^T 2)-2- ^^3 + 6 ^^Ö+Iö ^^-3--T2 

5a 7a 5a a 3a 9^ 21a 

^"^ 6 + 8 24 ^^ "^ • 8 ^^ • 10 ^^ 4 • ' 

10)^:5 11)^:2 12) 5 . (|| + ft) 13) (8a + 46):4 



14) ^^_106^:5. 
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14. Die mit x bezeichnete Strecke ist auf Grund 
folgender Gleichungen zu zeichnen: 

l)2a; + 6 = a. 2) 3a; — h =^ x — a. 

3)4a; = a + 6. 4)a + 3a: = 6 — x, 

5) 6:r— 5a + 26 = 2a;— 6a + 3 6. 

§19. Die Winkelhalbierende, die Senkrechte und die 

Parallele. 

1. Ist (7 ein Punkt der Mittelsenkrechten von J.jB(Fig.29), 




Fig. w. 

so werden durch Zusammenklappen der Halbebenen A und B 
die Strahlen CA und CB zur Deckung gebracht. Die 
Mittelsenkrechte von AB ist also die Achse des Winkels 
AGB, mithin dessen Halbierungslinie. 

Die Figur kann nun so hergestellt werden, dafs man 
von dem Winkel AGB ausgeht. Die Punkte A und B 
werden auf den Schenkeln durch einen Kreis um den 
Scheitel ausgeschnitten. Ein zweiter Punkt der Mittel- 
senkrechten von A B wird als Schnittpunkt von zwei gleichen 
Kreisen um A und um B erhalten. 

Durch fortgesetztes Halbieren eiues Winkels und der 
erhaltenen gleichen Teile kann man der Keihe nach den 
gegebenen Winkel in 4, 8, 16 gleiche TeUe zerlegen. Die 
Anzahl der gleichen Teüe wird stets durch eine Zahl aus- 
gedrückt, die keinen einzigen Primfaktor enthalt, der von 
2 verschieden ist. 

Man kann Quotienten bUden, deren Dividenden Winkel 
sind; und mit solchen Quotienten Summen, Differenzen, 
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Produkte und neue Quotienten herstellen. Die so erhaltenen 
Ausdrücke sind denselben Gesetzen unterworfen, wie die 
entsprechenden Ausdrücke, die aus Strecken gebildet sind. 

I 2. Die Mittelsenkrechte 

I ^ von AB kann auch als die 

Halbierungslinie des gestreckten 
Winkels AMB (Fig. 30) oder 
als das in M auf AB errich- 
tete Lot betrachtet werden. 
\ Geht man von der Geraden 

-r^ js*^ AB und dem Punkte M aus, 

/ so werden die Punkte A und 
B auf der gegebenen Geraden 
durch einen beliebigen Kreis um 
Jf ausgeschnitten. Ein zweiter 
Pig. 80. Punkt der Mittelsenkrechten von 

AB ist ein Schnittpunkt von 
zwei gleichen Kreisen um A und um B. 

3. Man kann die Mittelsenkrechte von AB weiter als 
^ das von C auf AB gefällte 

Lot auffassen (Fig. 31) und die 



^^ 



, Figur herstellen, indem man von 

i der Geraden AB und dem Punkte 

j C auTserhalb AB ausgeht, 

y I / Die Punkte A und B wer- 

^^s! I "^ ^ den wieder auf der gegebenen 

j Geraden durch einen Kreis um 

j y den gegebenen Punkt ausge- 

schnitten. Ein zweiter Punkt 
der Mittelsenkrechten von AB 



X 



» ergiebt sich in bekannter Weise. 

^«•*i' Könnten von C aus auf 

AB zwei Lote gefallt werden, 
so wäre AB ihre Achse. Mithin müfsten beide auch den 
Punkt gemein haben, der zu C bezüglich AB symmetrisch 
liegt. Daher geht auch durch jeden Punkt aufserhalb einer 
gegebenen Geraden nur ein eüiziges Lot zu der Geraden. 
Der Schnittpunkt eines Lotes und der Geraden, auf 
der das Lot senkrecht steht, heifst der Fufspunkt des Lotes. 
4. Sei wieder M C die Mittelsenkrechte von A B, dann 
ist CM die HalbierungsKnie des Winkels A OB (Fig. 32). Wenn 
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nun der Kreis um G mit dem Badius GÄ den Strahl Ä G 
in D schneidet^ und GF den Winkel DGB halbiert, so 
erscheint der flache Winkel AGD in vier Teile geteilt, 
von denen sowohl die beiden ersten als auch die beiden 
letzten gleich sind. Die Summe der beiden mittlem ist 
also der Smnme der beiden andern gleich, und jede Summe 
beträgt daher einen Rechten. Die Geraden GF und AB 
stehen demnach auf derselben dritten Geraden Jlf (7 senkrecht 
und sind folglich parallel (§ 16, 4). 

Die Figur kann hergestellt werden, wenn man von G 
und der Geraden AB ausgeht Die Punkte A und B wer- 
den auf der gegebenen Geraden durch einen Kreis um den 
gegebenen Punkt G ausgeschnitten. Dieser Kreis schneidet 
die Gerade ^ C in D. Ein zweiter Punkt von GF vrird 
als Schnittpunkt von zwei gleichen Kreisen um B und um 
D erhalten. Durch jeden Punkt aufserhalb einer Geraden 
kann also zu dieser eine Parallele gezogen werden. 

5. Nach der vorigen Konstruktion ist C-F die Mittel- 
senkrechte von BD. Steht aber die Gerade BD auf Gt 
senkrecht, so ist sie 
auch ein Lot von jeder 
Parallele zu GF, Tm'thin 
auch von AB (Fig.^32). 
Man kann also BD ala 
das in B auf AB er- 
richtete Lot betrachten. 

Geht man von der 
Geraden g und dem 
Punkte B dieser Gera- 
den aus (Fig. 33), so 
kann um einen belie- 
bigen Punkt G der 
Ebene der Kreis mitdem 
Badius C5 beschrieben 
werden, der g id. A 
schneidet. Die Gerade 
A G bestimmt dann auf dem Kreise G den Punkt D, und 
BD ist das gesuchte Lot. 

Wenn O der Schnittpunkt der Geraden B G mit dem 
Kreise G ist, so steht auch A G auf A B senkrecht. Die 
vorige Konstruktion eines Lotes zu einer Geraden in einem 




Fig. 82. 
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gegebenen Punkte derselben führt somit zu einem zweiten 
Lote, von dem allerdings der Fufspunkt nicht von vorn- 
herein vorgeschrieben ist. 

6. Die Gerade DB kann auch als das von einem 
gegebenen Punkte D auf eine gegebene Gerade g gefällte 
Lot aufgefafst werden (Fig. 33). 
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Um die Figur herzustellen, beschreibe man um D zwei 
konzentrische Kreise (Fig. 34), den gröfsem mit dem Durch- 




Fig. 84. 

messer des kleinem als Radius. Ist A der Schnittpunkt des 
gröfsem mit der gegebenen Geraden, so bestimmt die Ge- 
rade AD auf dem kleinem der konzentrischen Kreise den 
Punkt C Der Kreis um C mit dem Eadius CA schneidet 
auf g den Punkt B aus, den Fufspunkt des von D auf g 
gefällten Lotes. 
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Übungen zu § 19. 

1. Einen gegebenen Bogen (Sektor) zu halbieren. 

2. Einen gegebenen Winkel in 4, 8 gleiche Teile zu 
teilen. Wieviel Kreise erfordert jede Aufgabe? 

3. Einen gegebenen Kreiß in 4, 8 gleiche Sektoren 
zu teilen. 

4. Auf einer gegebenen Geraden in einem gegebenen 
Punkte das Lot zu errichten, und von einem gegebenen 
Punkte auf eine gegebene Gerade das Lot zu fallen, wenn 
Gerade und Punkt dicht am Rande der Zeichenfläche liegen. 

5. Zu einer gegebenen Geraden zwei Lote zu zeichnen: 
1) mit HiMe von drei Kreisen, 2) mit Hilfe eines einzigen 
Kreises und zweier Geraden, wobei die gesuchten Lote nicht 
mitgezahlt werden. 

6. Unter welcher Bedingung giebt es auf der Hal- 
bierungslinie eines gegebenen Winkels einen Punkt, der 
von zwei gegebenen Punkten gleiche Abstände hat? 

7. Einen gegebenen Winkel mit Hilfe von zwei Kreisen 
und einer gewissen Anzahl von Geraden in 2, 4, 8 gleiche 
Teile zu teilen. (Siehe § 18, Übung No. 6.) 

8. Zwei Winkel (Bogen, Sektoren) zu finden, wenn 
man ihre Summe und ihre Differenz kennt. (Siehe § 16, 
Übung No. 6.) 

9. Einen Winkel zu zeichnen, der um einen Rechten 
gröfser (kleiner) ist, als die Hälfte eines gegebenen Winkels. 
Welches ist der Ausdruck für den gesuchten Winkel, wenn 
der gegebene durch a bezeichnet vmd? 

10. Die Winkel JB + a und R — a zu zeichnen, wenn 
a gegeben ist. Welche Beziehung besteht zwischen jenen 
Winkehi? 

11. Die Aufgaben No. 13 und 14 von § 18 unter der 
Voraussetzung zu lösen, dafs die Strecken a, 6, x durch 
die Winkel a, ß, f ersetzt werden. 

12. Die Hälfte des Nebeu winkeis eines gegebenen 
Winkels ist um die Hälfte dieses Winkels kleiner als ein 
Kechter. 

13. Folgende Winkel zu zeichnen: 

R R 3R R 5B 

2' 4' 2 ' 8' 8 • 

Pflieger, Blementare Planimetrie. 5 



66 VII. Die Mittelsenkrechte a. die Fandamentalkonstmktionen. 

14. Das auf der Halbierungslinie eines Winkels im 
Scheitel errichtete Lot halbiert den Nebenwinkel. 

15. Wenn zwei Winkel den Scheitel und einen Schenkel 
gemein haben, und ihre Halbierungslinien aufeinander senk- 
recht stehen, so liegen die nicht gemeinschaftlichen Schenkel 
in derselben Geraden. Es sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

16. Wenn die Halbierungslinie der Differenz zweier 
Winkel auf ihrem gemeinschaftlichen Schenkel senkrecht 
steht, so sind die Winkel Supplementwinkel. 

17. Wenn zwei Strecken, die einen Ejidpunkt gemein 
haben, aufeinander senkrecht stehen, so halbiert der Schnitt- 
punkt ihrer Mittelsenla^echten die Verbindungslinie ihrer 
nicht gemeinschaftlichen Endpunkte. (Siehe die Fig. 32 und 
§ 16, 4 u. 5.) 

18. Wenn man um einen beliebig gewählten Punkt 
der Ebene einen Kreis beschreibt, der durch den Schnitt- 
punkt von zwei zueinander senkrechten Geraden geht, so 
schneiden diese den Kreis in den Endpunkten eines Durch- 
messers. 



§ 20. Der Kreis durch drei Punlite, 

1. Die Gesamtheit der Mittelpunkte aUer Kreise, die 
durch zwei gegebene Punkte gehen, ist identisch mit der 
Gesamtheit aller Punkte, die von den gegebenen Punkten 
gleiche Abstände haben. In andern Worten: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, die 
durch zwei gegebene Punkte gehen, ist die Mittel- 
senkrechte ihrer Verbindungslinie. 

2. Soll ein Kreis durch die drei Punkte Ä, B, C 
gehen, so ist sowohl die Mittelsenkrechte von -4. JB als auch die 
von B C ein Ort für den Mittelpunkt des gesuchten Kreises. 
Je nachdem diese beiden Mittelsenkrechten sich schneiden 
oder parallel sind, giebt es einen einzigen Kreis oder keinen, 
der durch die gegebenen Punkte gelegt werden kann. 

Wenn die genannten Mittelsenkrechten parallel sind^ 
so steht die Gerade AB auf der einen von zwei Parallelen 
senkrecht, folglich auch auf der andern, nämlich auf der 
Mittelsenkrechten von B C. Die Geraden A B und B C 
stehen somit auf derselben Geraden senkrecht und gehen 
durch denselben Punkt B, folglich fallen sie zusammen. 



§ 20. Der Kreis darch drei Paukte, 67 

Die Punkte A, By C liegen also in derselben Geraden. 
So erhalten wir den Satz: 

Durch drei gegebene Punkte giebt es keinen 
Kreis oder einen einzigen, je nachdem die drei 
Punkte in derselben Geraden liegen oder nicht. 

Wenn Ä, B, C nicht in derselben Geraden liegen, so 
hat der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von AB und 
von B G auch von A und C gleiche Abstände; er liegt 
also auch auf der Mittelsenkrechten von A C. 

Übungen zu § 20. 

1. Wieviel Kreise sind erforderlich, um den Mittelpunkt 
eines Kreises zu finden, der durch drei gegebene Punkte geht? 

2. Von einem gegebenen Kreise den Mittelpunkt 
zu finden. 

3. Mit gegebenem Radius zwei Kreise zu zeichnen, die 
durch zwei gegebene Punkte gehen. 

4. Die Verbindungslinien eines Punktes einer Kreis- 
linie mit den Endpunkten eines Durchmessers stehen senk- 
recht aufeinander. (Die Mittelsenkrechten der Verbindungs- 
linien halbieren zwei Nebenwinkel, deren gemeinschaftlicher 
Scheitel der Kreismittelpunkt ist. So gelangt man zu zwei 
Geraden, die auf derselben dritten senkrecht stehen, und 
dann wieder zu einer Geraden, die auf einer von zwei 
Parallelen senkrecht steht.) 

5. Die Endpunkte zweier Durchmesser eines Kreises 
bestimmen zwei Paare von Parallelen. 

6. Wieviel Punkte^ haben ein Kreis und eine Gerade, 
oder zwei Kreise höchstens gemeiu? 

7. Einen Kreis zu zeichnen, der durch zwei gegebene 
Punkte geht, und dessen Mittelpunkt auf einem gegebenen 
Kreise oder auf einer gegebenen Geraden liegt Wieviel 
Kreise giebt es in jedem Falle höchstens? 

8. Einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene Strecke 
zum Durchmesser hat. 

9. Zwei Kreise zu zeichnen, die durch denselben Punkt 
auf der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte gehen. Wieviel 
Punkte haben beide Kreise gemein? 

10. Wenn eine Gerade auf einem Durchmesser eines 
Kreises in seinem Endpunkte senkrecht steht, so hat sie 
einen einzigen Punkt mit dem Kreise gemein. 
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11. Um einen gegebenen Punkt einen Kreis zu be- 
schreiben, der mit einer gegebenen Geraden einen einzigen 
Punkt gemein hat. 

12. Von zwei nicht gezeichneten Kreisen sind gegeben 
der eine Schnittpunkt und der gemeinschaftliche Durch- 
messer. Man soll den zweiten Schnittpunkt der Kreise 
finden. 

13. Wenn Ä und B zwei feste Punkte siud, und C 
ein Punkt, der sich in der Ebene auf einer beliebigen 
Linie fortbewegt, welches ist der Ort für den Schnittpunkt 
der Mittelsenkrechten von Ä C und B 0? 

14. Gegeben drei Punkte Ä, B, P und eine Gerade g. 
Man soU zwei Kreise so zeichnen, dafs der eine durch A 
und B geht, und die erhaltene Figur die Gerade g und 
eine nicht gegebene, durch P gehende Gerade zu Achsen 
hat. Die Aufgabe ist auf zwei Arten zu lösen. (Siehe § 18, 
Übung No. 7). 

15. Gegeben drei Punkte Ä, B, P und eine Gerade g. 
Durch Ä und B je einen Kreis so zu legen, dafs die 
erhaltene Figur die Gerade g und eine nicht gegebene, 
durch P gehende Gerade zu Achsen hat. Die Au%abe ist 
auf zwei Arten zu lösen. 



Achtes EapiteL 

Der Streifen. 
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1. Wenn zwei Gierade von einer dritten geschnitten 
werden, so liegen an jedem der beiden Schnittpunkte vier 
Winkel. Bildet man aus 
je zwei Winkeln an ver- 
schiedenen Schnittpunkten 
ein Paar (Fig. 35), so liegen 
die Winkel des Paares ent- 
weder auf derselben Seite 
oder auf entgegengesetzten 
Seiten der Quergeraden, 
und ihre in der Quer- 
geradenliegendenSchenkel 
liegen entweder in der- 
selben Richtung oder in 
entgegengesetzten Rich- 
tungen. 

Liegen zwei Winkel mit verschiedenen Scheiteln auf 
derselben Seite einer Quergeraden zweier Geraden, und 
sind ihre in der Quergeraden liegenden Schenkel gleich- 
gerichtet (z. B. Winkel No. 4 u. No. 8), oder: liegen zwei 
Winkel mit verschiedenen Scheiteln auf entgegengesetzten 
Seiten der Quergeraden, und sind die in der Quergeraden 
liegenden Schenkel entgegengesetzt gerichtet (z. B. Winkel 
No. 3 u. No. 6), so nennt man die Winkel entsprechend. 




Fig. 86. 
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Zwei Winkel der Figur, die zwar verschiedene Scheitel 
haben, aber den übrigen Bedingungen nicht genügen, heilsen 
nicht entsprechend (z. B. Winkel No. 1. u. No. 7). 

2. Die nähere Betrachtung der Figur führt zu folgen- 
dem Ergebnis: 

Geht man von zwei Winkeln irgend einer Art aus, 
so gelangt man zu Winkeln derselben Art, wenn man den 
einen durch seinen Scheitelwinkel, oder beide durch ihre 
Scheitelwinkel, oder beide durch ihre Nebenwinkel ersetzt. 
Man kommt dagegen zu zwei Winkeln der andern Art, 
wenn man an die Stelle des einen Winkels einen seiner 
Nebenwinkel, oder an die Stelle des einen den Scheitel- 
winkel und zugleich an die Stelle des andern einen seiner 
Nebenwinkel treten läfst. 

Wenn die Winkel, von denen ausgegangen wird, gleich 
sind, so ergiebt sich mit Hilfe der Sätze über Scheitel- 
winkel und Nebenwinkel, dafs je zwei Winkel derselben 
Art wie die zuerst betrachteten gleich, und je zwei Winkel 
der andern Art Supplementwinkel sind. Sind aber die 
beiden Winkel, von denen man ausgeht, Supplementwinkel, 
so sind je zwei Winkel, die derselben Art sind wie jene, 
Supplementwinkel, und je zwei Winkel der andern Art 
gleich. So ergeben sich die Sätze: 

Sind zwei entsprechende Winkel gleich, so sind 
je zwei entsprechende gleich, und je zwei nicht 
entsprechende Supplementwinkel. 

Sind zwei nicht entsprechende Winkel Supple- 
mentwinkel, so sind je zwei nicht entsprechende 
Supplementwinkel, und je zwei entsprechendegleich. 

Sind zwei entsprechende Winkel Supplement- 
winkel, so sind je zwei entsprechende Supplement- 
winkel, und je zwei nicht entsprechende gleich. 

Sind zwei nicht entsprechende Winkel gleich, 
so sind je zwei nicht entsprechende gleich, und 
je zwei entsprechende Supplementwinkel. 

3. Die beiden Parallelen, die einen Streifen begrenzen, 
heifsen die Ränder des Streifens; die Winkel, welche 
eine Quergerade mit den Rändern bestimmt, nennt man 
Streifenwinkel (Fig. 36). 

Zu jedem Streifenwinkel giebt es einen entsprechenden, 
der sich von ihm durch eine Streifenhälfte unterscheidet: 
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beide Winkel sind also gleich. Unter Berücksichtigung der 
vorigen Sätze erhalten wir also den folgenden: 

Entsprechende Streifenwinkel sind gleich, nicht 
entsprechende sind Supplementwinkel. 

4. Werden die Ge- 
raden CD und EF von 
^B so geschnitten, 
daf s zwei entsprechende 
Winkel gleich, oder 
zwei nicht entspre- 
chende Supplement- 
-winkel sind (Fig. 36), 
so sind je zwei ent- 
sprechende gleich. 

Für die Geraden Fig sü 

CD und EF triflFt von 

den folgenden Annahmen die eine notwendig zu: entweder 
schneiden sie sich in einem einzigen Punkte, oder sie sind 
parallel. Denkt man sich die Halbebene D um den Mittel- 
punkt M von Ä B gedreht, bis sie sich mit der Halbebene C 
deckt, so gelangen der Scheitel B und der Schenkel BH 
des Wiokels HBF beziehungsweise mit dem Scheitel A und 
dem Schenkel A G des Winkels GAC zur Deckung. Da 
die genannten Winkel gleich siud und nach erfolgter Drehung 
bezüglich ihres gemeinschaftlichen Schenkels in derselben 
HaJbebene liegen, so fallen auch die Schenkel BF und A C 
zusammen. Jn ähnlicher Weise zeigt mau, dafs durch die 
Drehimg auch der Strahl AD mit BE zur Deckung ge- 
bracht wird. Wenn- mm die Strahlen A C und BE der 
einen Halbebene einen Schnittpunkt hätten, so würden sich 
die Strahlen AD und BF ebenfalls schneiden, und die 
Geraden CD und EF zwei Schnittpunkte besitzen, was 
mit der Voraussetzung, dafs es zwei verschiedene Gerade 
sind, in Widerspruch steht. Die zweite Annahme, dafs 
beide Gerade parallel sind, ist somit die zutreffende. Dies 
Ergebnis wird in folgendem Satze ausgesprochen: 

Sind zwei entsprechende Winkel gleich, oder 
zwei nicht entsprechende Supplementwinkel, so 
sind die geschnittenen Geraden parallel. 

5. Wenn zwei Strahlen oder Strecken TeUe von paral- 
lelen Geraden sind, so heilsen sie selbst parallel. 
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Die Verbindungslinie der Endpunkte paralleler Strahlen 
bestimmt zwei Halbebenen: liegen beide Strahlen in der- 
selben Halbebene^ so heifsen sie gleichgerichtet; liegen 
sie in verschiedenen Halbebenen ^ so nennt man sie ent- 
gegengesetzt gerichtet. 

Werden die Ränder eines Streifens durch die eines 
zweiten Streifens m Ä, B, G und D geschnitten (Fig. 37), 
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und vergleicht man hinsichtlich ihrer Sichtung die Schenkel 
der Winkelpaare, deren Scheitel nicht demselben Streifen- 
rande angehören, so kann man zwei Fälle unterscheiden: 1) je 
zwei parallele Scheukel beider Winkel sind gleichgerichtet, 
oder je zwei sind entgegengesetzt gerichtet, 2) zwei parallele 
Schenkel beider Winkel sind gleichgerichtet, die beiden 
andern entgegengesetzt gerichtet. 

Liegt bei den betrachteten Winkeln der erste Fall vor, 
so ist jeder Winkel, der dem einen von ihnen an einem 
dritten Schnittpunkte entspricht, auch ein entsprechender 
des andern: beide Winkel sind also demselben dritten 
gleich, mithin auch einander gleich. Im zweiten Falle ist 
jeder Winkel, der an einem (kitten Schnittpunkte ein ent- 
sprechender des einen ist, für den andern ein nicht ent- 
sprechender: beide Winkel sind also Supplementwinkel. 
So ergiebt sich der Satz: 

Winkel mit zwei gleichgerichteten oder zwei 
entgegengesetzt gerichteten Schenkelpaaren sind 
gleich. 

Winkel mit einem Paare gleichgerichteter und 
einem Paare entgegengesetzt gerichteter Schenkel 
sind Supplementwinkel. 
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6. Wenn man sich die Au%abe stellt^ durch einen 
Punkt A zu der Geraden g eine Parallele zu ziehen, so kann 
man die Lösung auf folgende Weise erhalten. Man ziehe 
durch A eine beliebige Gerade, die g \n. "B schneidet und 
trage an die Gerade in -4 einen Winkel an, der einem der 
vier Winkel zwischen g und AB entspricht und gleich ist. 
Jede Gerade, die durch A gelegt und mit g zum Durch- 
schnitt gebracht wird, führt somit zu einem Parallelstrahle 
zu g durch den Punkt A. Es seien J.P und A Q (Fig. 38 u. 39) 
zwei solche Strahlen und AB eine beliebige Gerade durch J.. 

Liegen AT und Ai^ be- 
züglich AB in derselben 
Halbebene (Fig. 38), so sind 
die Winkel CABvsA CAQ 
demselben dritten Winkel 
ABD gleich, mithin ein- 
ander gleich; also decken 
sich die Strahlen ^Pund A Q. 

Liegen AP und AQ in 
verschiedenen Halbebenen 
bezüglich AB (Fig. 39), so 
ist von den beiden Winkeln 
CAP und CAQ der eine 
dem Winkel ABD gleich, 
der andere dem Nebenwinkel 
von ABD. Es ist also 
< CAP+ CAQ = 2 R, und 
die Strahlen AP \md AQ 
bilden zusammen eine Ge- 
rade. Somit ergiebt sich: 

Durch jeden Punkt 
aufserhalb einer Geraden 
geht eine einzige Paral- 
lele zu der Geraden. 

7. Denkt man sich zu 
einer Geraden zwei Parallelen 
gezogen, so können diese sich 
nicht schneiden, weil sonst 
durch ihren Schnittpunkt zwei Parallelen zu der gegebenen 
Geraden gezogen wären. Also folgt: 




Fig. 88. 




Fig. 39. 
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Zwei Gerade, die zu derselben dritten parallel 
sind, sind zueinander parallel. 

8. Wenn die Geraden CD und EF{Eig. 40) so geschnitten 



Fig. 40. 

werden, dafs ^FBA + BAD 4= 2 JB ist, so sind EF und 
CD nicht parallel, haben also einen einzigen Schnittpunkt 

In der einen der durch AB bestimmten Halbebenen 
ist für das mittlere Paar nicht entsprechender Winkel die 
Summe kleiner als zwei Rechte, in der andern Halbebene 
gröfser. Wir nehmen an, dafs ersteres für die Halbebene 
D zutreffe. 

Zieht man durch B die Parallele GH zu CD, so ist: 
^GBA + BAD^2B und ^HBA + BAC==2R 
Da aber ^ FBA + BAD <2 E und ^ FBA + BA C> 2B 
ist, so ergiebt sich: ^ GBA> FBA und jC HB A <EBl 
Der Strahl BF liegt also bezüglich GH m der Halbebene, 
die den Streifen enthält, der Strahl BE m der streifen- 
freien Halbebene. Letzterer kann somit den Streifenrand 
CD nicht schneiden, der Schnittpunkt von EF und Cd 
liegt demnach auf dem Strahle BF. So erhalten wir den Satz: 

Wenn zwei nicht parallele Gerade von einer 
dritten geschnitten werden, so liegt ihr Schnitt- 
punkt bezüglich der Quergeraden in derjenigen 
Halbebene, in welcher für das mittlere Paar nicht 
entsprechender Winkel die Summe kleiner als zwei 
Rechte ist. 



_--- 
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Übungen zu § 2i. 

1. An jeden Schenkel eines gegebenen Winkels soll 
in einem gegebenen Punkte eiQ entsprechender (nicht ent- 
sprechender) Winkel angetragen werden. 

2. Wenn zwei Gerade von einer dritten geschnitten 
werden, wieviel entsprechende Winkel und wieviel nicht 
entsprechende giebt es an dem einen Schnittpimkte zu 
jedem Winkel an dem andern? 

3. Sind zwei entsprechende Winkel gleich (zwei nicht 
entsprechende Supplementwinkel), so sind die Halbierungs- 
linien von je zwei entsprechenden parallel, und die Hal- 
bierungslinien von je zwei nicht entsprechenden senkrecht 
zu einander. 

4. Sind zwei nicht entsprechende gleiche Winkel (zwei 
entsprechende Supplementwinkel) an derselben Geraden an- 
getragen, so schneiden sich die Schenkel, die nicht iu jener 
Geraden liegen, oder die Verlängerungen dieser Schenkel 
auf der Mittelsenkrechten der Verbindungslinie der Scheitel. 

5. Die Halbierungslinien von entsprechenden Streifen- 
winkeln sind parallel, die Halbierungslinien von nicht ent- 
sprechenden stehen senkrecht aufeinander. 

6. Welche frühem Sätze sind besondere Fälle der 
Sätze in No. 3 u. No. 4? (Siehe § 16, 4 u. 5.) 

7. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu 
ziehen, welche mit einer gegebenen Geraden einen 
gegebenen Winkel einschliefst. Wieviel Lösungen 
hat die Aufgabe? 

8. Welche Beziehung besteht zwischen den Halbierungs- 
linien zweier Winkel, 1) wenn ihre Schenkel zwei Paare 
gleichgerichteter oder zwei Paare entgegengesetzt gerichteter 
Strahlen sind, 2) wenn ihre Schenkel ein Paar gleich- 
gerichteter und ein Paar entgegengesetzt gerichteter Strahlen 
büden? 

9. Stehen dieSchenkel eines Winkels beziehungs- 
weise auf den Schenkeln eines andern senkrecht, 
so sind die zwei Winkel gleich oder Supplement- 
winkel. 

10. Stehen die Schenkel eines Winkels beziehungs- 
weise auf den Schenkeln eines andern senkrecht, so sind 
die Halbierungslinien der beiden Winkel parallel oder senk- 
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recht zu einander^ je nachdem diese Winkel Supplement- 
winkel oder gleich sind. 

11. Zieht man durch den Scheitel eines Streifenwinkels 
die Parallele zu der Halbierungslinie eines entsprechenden 
(nicht entsprechenden) Streifenwinkels, so wird jener Streifen- 
winkel (jeder Nebenwinkel jenes Streifenwinkels) durch die 
Parallele halbiert. 

12. Fällt man von dem Scheitel eüies Streifenwinkels 
das Lot auf die Halbierungslinie eüies nicht entsprechenden 
(entsprechenden) Streifenwinkels, so wird jener Winkel (jeder 
Nebenwinkel jenes Winkels) durch das Lot halbiert. 

13. Sind zwei Gerade beziehungsweise zu den Schenkeln 
eines Winkels parallel, und zieht man durch ihren Schnitt- 
punkt die Parallele und die Senkrechte zu der Halbierungs- 
linie des Winkels, so werden die Winkel jener Geraden 
halbiert. 

14. Wenn man durch den beliebig gewählten Punkt P 
zu der einen von zwei gegebenen Geraden die Parallele 
und zu der andern die Senkrechte konstruiert, in welcher 
Beziehung stehen die Winkel, die durch die Parallele und 
die Senkrechte bestimmt werden, zu den Winkeln der ge- 
gebenen Geraden? (Man ziehe durch P auch zu der zweiten 
Geraden die Parallele.) 

15. Unter welchen Winkeln werden in No. 14 die 
Halbierungslinien der Winkel in P von den Geraden 
geschnitten, welche die Winkel der gegebenen Geraden 
halbieren? 

16. Eine Gerade, die auf dem einen Schenkel eines 
Winkels senkrecht steht, schneidet dessen Halbierungslinie 
oder deren Verlängerung, je nachdem der Winkel kleiner 
oder gröfser als zwei Rechte ist. 

17. Wenn zwei nicht entsprechende Winkel auf der- 
selben Seite einer Geraden an diese angetragen sind, tmd 
keiner von beiden überstumpf ist, so schneiden sich ihre 
Halbierungslinien. 

§ 22. Die Querstrecken und die Achse des Streifens. 

1. Jede Strecke, die zwei Punkte auf verschiedenen 
Rändern desselben Streifens verbindet, heifst Qu er strecke 
des Streifens. 
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Wir setzen voraus, die Querstrecken AD und BC 
stehen auf dem Bande AB senkrecht (Fig. 41), und MN 
sei die Mittelsenkrechte von AB, 




Fig. 41. 



Durch Zusammenklappen der durch MN bestimmten 
Halbebenen werden die Punkte A und JB, mithin auch die 
Strahlen A B und B C zur Deckung gebracht. Da MN 
auch auf CD senkrecht steht {§ 16, 5), so. fallen auch die 
Strahlen ND und NC zusammen; folglich auch der Schnitt- 
punkt D der Strahlen AD und ND mit dem Schnittpunkte 
G der Strahlen B C und NC Also sind die Strecken AD 
und BC kongruent und gleich. 

Denkt man sich den Streifen doppelt gelegt, so kann 
der eine so verschoben gedacht werden, dafs seine Quer- 
Btrecke B C mit der Querstrecke AD des festen Streifens 
zur Deckung kommt. Jeder Band des verschobenen Streifens 
steht dann in demselben Punkte auf derselben Geraden 
AD senkrecht, wie ein Band des festen; folglich decken 
sich die Streifen auch nach der Verschiebung. 

Denkt man sich in jedem Punkte zwischen A und B 
die zu ^JB senkrechte Querstrecke errichtet, so ist jede 
derselben gleich B C Wenn man also den zweiten Streifen 
so verschiebt, dafs A B ein gemeinschaftlicher Band beider 
Streifen bleibt, so wird bei jeder Lage des verschobenen 
Streifens auch CD ein gemeinschaftlicher Band beider 
Streifen sein. Dies Ergebnis wird in folgendem Satze aus- 
gesprochen: 
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Jeder Streifen ist in sich selbst verschiebbar. 

2. AD und B C seien parallele Querstrecken des- 
selben Streifens. (Fig. 37 ohne die Verlangerungen der 
Strecken AD und BC.) 

Man denke' sich die Gerade AB in. der Ebene fest 
und den Streifen mit der Querstrecke JB C so in sich selbst 
verschoben, dais B mit A zur Deckung gebracht wird. 
Wegen der Gleichheit des Winkels D AB und seiner ent- 
sprechenden in B fallen dann auch die Strahlen B C und 
AD zusammen, folglich auch die Punkte C und D, da ja 
bei der Verschiebimg jeder Punkt eines Bandes seinen 
Rand durchlauft. Also ergiebt sich: 

Parallele Querstrecken desselben Streifens sind 
gleich. 

Jede Querstrecke eines Streifens, die auf den Sandern 
senkrecht steht, heifst Breite des Streifens oder Abstand 
seiner Bander. 

3. Eine Gerade, die auf den Bändern senkrecht steht, 
ist für jeden Band eine Achse, mithin auch für den 
Streifen selbst. 

Die Mittelsenkrechte PQ irgend einer Breite J.B be- 
stimmt zwei Halbebenen (Fig. 42), durch deren Zusanmien- 
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Pig. 42. 

klappen die Bänder zur Deckung gebracht werden. PQ ist 
also eine Achse des Streifens, und zwar die einzige, die auf 
AB senkrecht steht. Die Mittelsenkrechten aller Breiten 
liegen also in einer und derselben Geraden, folglich erhalten 
wir den Satz: 

Jeder Streifen hat unzählig viele Achsen, die 
auf den Bändern senkrecht stehen, aber eine einzige, 
die zu den Bändern parallel ist. 

Die zu den Bändern parallele Achse heifst die Streifen- 
achse schlechthin. 
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4. Wenn zwei Gerade mit derselben dritten gleiche 
nicht entsprechende Winkel bestimmen, so heilsen sie anti- 
parallel (Fig. 43). 
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Pig. 43. 

Durch Umklappen eines Streifens um seine Achse wird 
jede von zwei antiparallelen Querstrecken A D und B C 
zu der ursprünglichen Lage der andern parallel, beide sind 
also gleich. Daher der Satz: 

Antiparallele Querstrecken desselben Streifens 
sind gleich. 

5. Durch Zusammenklappen der beiden Streifenhälften 
um die Achse verwandeln sich die Abschnitte, die durch 
die Achse auf irgend einer Querstrecke bestimmt werden, 
in antiparaUele Querstrecken desselben Streifens (Fig. 44). 
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Fig. 4i. 

Jede Querstrecke wird also durch die Achse halbiert. Da 
jede Querstrecke nur einen Mittelpunkt hat, erhalten wir 
den Satz: 

Die Streifenachse ist der Ort für die Mittel- 
punkte aller Querstrecken. 

6. Man kann in jedem von zwei Streifen je eine 
Querstrecke so ziehen, dafs die Streifenwinkel in dem einen 
Streifen denen des andern beziehungsweise gleich sind. 
Solche Querstrecken heifsen homolog. 
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Wenn die betrachteten Streifen kongruent sind und 
zur Deckung gebracht werden, so werden irgend zwei 
homologe Querstrecken derselben entweder parallele oder 
antiparallele Querstrecken desselben Streifens. Somit er- 
giebt sich: 

Homologe Querstrecken kongruenter Streifen 
sind gleich. 

7. Sind A C und B C zwei gleiche Querstrecken mit 
gemeinschaftlichem Endpunkte (Fig. 45), so liegt C auf der 
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Mittelsenkrechten MC von AB. Durch Zusammenklappen 
der durch MC bestimmten Halbebenen werden die Punkte 
A und B, mithin auch die nicht entsprechenden Winkel 
CAM und CBM zur Deckung gebracht; folglich sind A C 
und B C antiparallel. 

Sei PQ irgend eine Querstrecke des Streifens, die AC 
gleich ist. Dann kann durch C eine zu PQ parallele 
Querstrecke CF gezogen gedacht werden, und es ist dann 
CF=^PQ=^CA. Fiele CF mit keiner der beiden Quer- 
strecken CA oder CB zusammen, so gäbe es auf der 
Geraden AB drei Punkte A, B, F, die auf demselben 
Kreise C lägen, was unmöglich ist. Folglich deckt sich 
CF entweder mit CA oder mit CB. So erhalten wir 
den Satz: 

Gleiche Querstrecken desselben Streifens sind 
parallel oder antiparallel. 

Dm*ch indirekte Beweisführung ergiebt sich weiter: 
Ungleiche Querstrecken desselben Streifens sind weder parallel 
noch antiparallel, imd Querstrecken, die weder parallel noch 
antiparallel sind, sind ungleich. 
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8. Zwei ßtreifen kann man sich immer so aneinander 
gelegt denken^ dais sie einen Rand gemein haben^ und zwei 
bdiebige Querstrecken beider Streifen von demselben Punkte 
des gemeinschaftlichen Bandes au€^hen. 

Sind A B und A C zwei homologe und gleiche Quer- 
strecken beider Streifen, so ist entweder A C die Verlänge- 
rung von BA oder zu der Verlängerung AD von BA 
antiparallel. In beiden Fällen ist A der Mittelpunkt einer 
Qnersirecke desjenigen Streifens, der durch die nicht gemeiu- 
schaftlichen Bänder der gegebenen Streifen gebildet wird. 
Der gemeinschaftliche B^d der gegebenen Streifen ist 
somit die Achse des neuen Streifens, und die gegebenen 
sind ko3]igruent. Es folgt also der Satz: 

Sind homologe Querstrecken zweier Streifen 
gleich, so sind diese kongruent. 

9. Wenn man die Querstrecke AB (Fig. 46) eines 
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Streifens über jeden Endpunkt hinaus um sich selbst ver- 
längert und durch die Endpunkte C und D der Verlänger- 
ungen die Parallelen zu den Bändern zieht, so bestimmen 
diese Parallelen einen neuen Streifen. Dieser wird durch die 
Bänder des Urstreifens in drei Streifen geteilt, in denen CA, 
ASy BD homologe und gleiche Querstrecken sind; der neue 
Streifen setzt sich also aua drei kongruenten Streifen zu- 
sammen. Jede Querstrecke des neuen Streifens wird daher 
durch die Bänder des alten in drei gleiche Teile geteilt, also 
auch GF. 

Die Figur kann hergestellt werden, wenn man von der 
Streeke (71^ anseht. Man ziehe durch C einen beliebigen 
Strahl und trage auf ihm die drei gleichen Strecken CA, 

Pf lieg er y Blementore Planimetrie. 6 
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ABy BD ab, verbinde D mit F und lege durch A und B 
die Parallelen zu DF. 

Man sieht ohne weiteres, auf welche Weise eine ge- 
gebene Strecke in jede vorgeschriebene Anzahl von gleichen 
Teilen geteüt werden kann. 

Übungen zu § 22. 

1. Parallele Querstrecken eines Streifens können durch 
Drehung zur Deckung gebracht werden. 

2. Antiparallele Querstrecken eines Streifens können 
durch Zusammenklappen zur Deckung gebracht werden. 

3. Homologe Querstrecken kongruenter Streifen können 
zur Deckung gebracht werden. 

4. Parallele Querstrecken eines Streifens bestimmen 
gleiche Abschnitte auf den Bändern. 

5. Wenn der Mittelpunkt eines Kreises auf der Achse 
eiues Streifens liegt, welches ist die Achse der Figur? 
Welche Strecken sind gleich, wenn der Kreis die Känder 
schneidet? 

6. Zu einer gegebenen Geraden zwei Parallelen 
in einem gegebenen Abstände zu ziehen. (Die Breite 
der gesuchten Streifen ist vorgeschrieben.) 

7. Wird ein Winkel durch die Achse eines Streifens 
halbiert, so steht die Verbindungslinie der Schnittpunkte 
seiner Schenkel mit den Bändern auf der Streifenachse 
senkrecht. (Die Streifenachse ist auch die Achse der 
betrachteten Schnittpunkte.) 

8. Wenn die Halbierungslinie eines Winkels zweier 
Geraden auf der Achse eines Streifens senkrecht steht, so 
bestimmen die Bänder gleiche Abschnitte auf den Geraden. 
(Man suche die Achse der Figur auf.) 

9. Wenn eine Querstrecke eines Streifens eine zweite 
Querstrecke halbiert, so halbiert diese auch die erste. 

10. Die Verbindungslinie der Mittelpunkte 
zweier Strecken, die einen Endpunkt gemein haben, 
ist parallel zur Verbindungslinie der nicht gemein- 
schaftlichen Endpunkte. (Jene Verbindungßlinie ist die 
Achse eines Streifens.) 

11. Mit Hilfe eines einzigen Kreises einen Streifen zu 
verdoppeln. 
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12. Haben zwei Strecken einen Endpunkt gemein^ und 
zieht man dnrch den Mittelpunkt der einen die ParaDele 
zur Verbindungslinie der nicht gemeinschaftlichen End- 
ponkte^ so halbiert diese Parallele die zweite Strecke. 

13. Wenn die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier 
Strecken zu der Verbindungslinie zweier Endpunkte parallel 
ist, so ist sie auch zur Verbindungslinie der andern End- 
punkte parallel; und die beiden übrigen Verbindungslinien ^ 
der Endpunkte werden durch die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte halbiert 

14. Wenn die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier 
Strecken die Verbindungslinie zweier Endpunkte halbiert, 
so halbiert sie auch die Verbindungslinie der beiden andern 
Endpunkte, und die beiden übrigen Verbindungslinien der 
Endpunkte sind zur Verbindungslinie der Mittelpunkte 
parallel. 

15. Eine Strecke in eine vorgeschriebene An- 
zahl von gleichen Teilen zu teilen. 

16. Einen Streifen in eine vorgeschriebene An- 
zahl von kongruenten Streifen zu teilen. 

17. Wenn man zwei Strecken, die einen gemeinschaft- 
Kehen Endpunkt haben, jede um ihre Hälfte, oder jede um 
ihren dritten Teü, oder u. s. w. verlängert, und zwar jede 
über den gemeinschaftlichen Endpunkt oder beide über die 
nicht gemeinschaftlichen Endpunkte hinaus, so ist die Ver- 
bindungslinie der Endpunkte der Verlängerungen parallel zur 
Verbindungslinie der nicht gemeinschaftlichen Endpunkte. 

18. Wenn eine Querstrecke eines Streifens durch eine 
Parallele zu den Sandern so geteilt wird, dafs der n*®Teil 
des einen Abschnittes gleich dem ^^ Teile des andern ist, 
so wird jede Querstrecke des Streifens durch die Parallele 
in derselben Weise geteilt. (Man teile den gegebenen 
Streifen in n + s kongruente Streifen.) 

19. Eine gegebene Strecke so zu teilen, dafs der dritte 
Teil des einen Abschnittes gleich dem vierten Teüe des 
andern ist. 

20. Eine Strecke zu zeichnen, deren Endpunkte 
auf den Schenkeln eines gegebenen Winkels liegen, 
und die durch einen gegebenen Punkt so geteilt 
wird, dafs der 4. Teil des einen Abschnittes gleich 
dem 3. Teile des andern ist. (Die gesuchte Strecke ist 

6* 
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als Querstrecke eines Streifens zu betrachten, der durch 
Pamllelen zu dem einen Schenkel in 4 4- 3 kongruente 
Streifen geteilt ist Die eine der Psnülelen gebt dundi 
den gegebenen Pmikt) 

21. Einen Punkt zu zekimen, der von den End- 
punkten zweier antiparallelen Querstrec^n eines Stehens 
gleiche Abstände hat. 

22. Wenn ein Kreis von den Kändem eines Streifens 
geschnitten wird, welches ist die Achse der Figur? Welche 
Querstrecken des Streifens sind antiparallel? 

§ 23. Bie Streifeneoke. 

1. Zwei parallele Querstrecken eines Streifens be- 
grenzen mit den Sandern eine Fläche, die Parallelogramm 
heiTst (Fig. 47). Die vier Grenzstrecken des Parallelogramms 
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nennt man seine Seiten^ die Endpunkte der Seiten seine 
Ecken, und die vier Winkel, in denen das Parallelogramm 
liegt, seine Winkel. Seiten, die keinen Endpunkt gemein 
haben, heifsen Gegenseiten; Winkel, die nicht derselben 
Seite anliegen, Gegenwinkel. Das Parallelogramm ist eio 
Viereck, in dem je zwei Gegenseiten parallel sind. 

Je zwei Gegenseiten sind parallele Querstrecken des- 
selben Streifens, je zwei Gegenwinkel werden durch zwei 
Paare von entgegengesetzt gerichteten Schenkeln begrenzt, 
xmd je zwei Nachbarwinkel sind nicht entsprechende StJeifen- 
winkel. Folglich ergiebt sich der Satz: 

Gegenseiten (Gegenwinkel) eines Parallelo- 
gramms sind gleich, Nachbarwinkel sind Sup- 
plementwinkel. 

2. In dem Viereck AB CD (Fig. 48) seien je zwei 
Gl^nseiten gleich. 

Wenn der Punkt C" zu C symmetriadi liegt bezüglich 
der Mitbdsenkrechten von JBD, so ist DC'^BiJ=^DÄ 
und BC'^DC'^BA. Der Kreis um D mit dem Radius 
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J^A und der Krtis \mt B mit dem Badms B-A sciulaiden 
sieb» aihO' in A and C^*, dtese iVu^te V^tgeu daher gyiao - 
tneh bezüglich JBD. Somit folgt weiter: ^ADB^C'BB, 
nnd^ da -^ (7'D.SU» C7£ü> ist^ esgiebt sick meh die CHdek^ 
hAdasrWijakdiAI>Binid CBB. DemBaoh simL die €t«geii- 
seiteA AJD und BC pafatlel (§ 21^ 4). Da duscb die Verau»* 
setzniig kern Pan* Oegeiiseiteii vor dem andMii beqrofzi^ 
rä^ 80 ami je zim G^^enaeiteii cks betmohteten Yieiecks 
{MnalkL Eb ergiebt 9dl dahar der Saia: 
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£iji Yiereek, ia dem je awei Gegenseiten gleiob 
siaii^ ist eia ParaUelograaim. 

3l am CD' sei em VisKeek^ ia dem raai Gegenseiteii 
AB und CD gleich und parallel sind. 

Di» Pandfele aa AD dareb B bildet mit AD einen 
Streifen, dessen Bander auf der Geraden DC eine Quier«- 
stocke bestanmen^ die AB gleich iil. Folgüeh gdut jene 
PasaUefe dojxJk C» Somit sind auch die Gegenseiten AD 
ind BC pazaflfiju Dabeor folgt der Satz^ 

Sin Viereck, in dem zwei Gegenseiten gleiek 
ttad parallel sind, ist ein Parallelogramm. 

4. Die YerbindimgidiEKie der Mittelpunkte zweier G^en~ 
Seiten hei£it Mittellinie, die Verbindungslinie von zwei 
Gegenecken Diagonale (Fig. 49). 
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Die Gerade^ welche durch die Mittelpunkte eines Paares 
G^nseiten geht, ist die Achse des Streif ens, der durch das 
andere Paar Gegenseiten bestinunt wird; folglich ist jede 
Mittellinie zu einem Paar Gregenseiten parallel. 

Jede Seite bildet mit der nicht zugehörigen Mittellinie 
ein Paar paralleler Querstrecken eines Streifens , somit ist 
ede Mittellinie gleich jeder Seite, zu der sie parallel ist. 

Jede MittelUnie ist Querstrecke eines Streifens ^ dessen 
Achse durch die andere Mittellinie bestimmt wird; folglich 
ist der Schnittpimkt der Mittellinien ihr gemeinschaftlicher 
Mittelpunkt 

Jede Diagonale ist Querstrecke in jedem der beiden 



Streifen, die das Parallelogramm erzeugen; folglich liegt ihr 
Mittelpunkt auf der Achse jedes Streifens, mithin im Schnitt- 
punkte der Mittellinien. Wir erhalten also die Sätze: 

Jede Mittellinie eines Parallelogramms ist zu 
zwei Gegenseiten parallel und jeder derselben gleich. 
Die Mittellinien und die Diagonalen eines Parallelo- 
gramms halbieren sich gegenseitig in demselben 
Punkte. 

5. AB CD sei ein Viereck, in dem die Diagonalen 
sich halbieren. 

Die Parallele zu AB durch D bestinmit mit AB einen 
Streifen, in dem der Schnittpunkt S der beiden Diagonalen 
ein Punkt der Achse ist. Jene Parallele bestimmt also auf 
der Verlängerung von A8 eine Strecke, die AS gleich 
ist, und geht daher durch (7. Somit sind AB und CD 
parallel. Da durch die Voraussetzung kein Paar Gegen- 
seiten vor dem andern bevorzugt wird, so ist [auch AD za 
BC parallel, und man erhält den Satz: 



§ 23. Die Streifenecke. 87 

Ein Viereck, in dem die Diagonalen sich hal- 
bieren, ist ein Parallelogramm. 

6. My Nf P, Q seien die Mittelpunkte der Seiten des 
Parallelogramms AB CD (Fig. 50). 




Pig. 50. 



Da die Strecken BM und DP parallel und gleich 
sind, so ist MBPD ein Parallelogramm; mithin DM || BP, 
Zieht man durch die Gegenecken A und C die Parallelen 
äu dm, so erhält man drei Streifen, in denen die Quer- 
strecken AM, DP, CP homolog und gleich sind. Die drei 
Streifen sind also kongruent, und die Diagonale AC wird 
durch DM und BP in drei gleiche Teüe geteilt. 

In derselben Weise wird gezeigt, dafs AC auch diu*ch 
jDN und BQ m drei gleiche Teile geteilt wird. Da diese 
Teilung aber nur auf eine einzige Art m^lich ist, geht DN 
durch den Schnittpunkt von AC und BP, und BQ durch 
den Schnittpunkt von AC und DM. Es ergiebt sich also 
der Satz: 

Die Verbindungslinien zweier Gegenecken eines 
Parallelogramms mit den Mittelpunkten der Seiten 
schneiden sich zu zweien auf der Diagonale, die 
das andere Paar Gegenecken verbindet, und teilen 
diese Diagonale in drei gleiche Teile. 

Der Schnittpunkt S der Diagonalen ist ein Punkt auf 
der Achse des mittlem der drei betrachteten Streifen, er 
halbiert also das mittlere Drittel der Diagonale AC. 



86 



VUL Bm* StMifen; 



7. Wenn die Winkd eines ParaUelogrunrns gleich 
sind^ so ist jeder ein Becbter; das ParaUdogranim hei^kt 
duifi Beobteck. 

Ein Parallelograinm^ m dem ein Winkel em fieebter igt^ 
und ein Viereck^ in dem drei Winkel Rechte sind^ (§ 16^ 4a. 5) 
sind ebenfalls Rechtecke. 

Jede Mittellinie eines Rechtecks ist die Mittelsenkrechte 
eines Paares Gegenseiten (Fig. 51)^ mithin sind die Hälften 




der beiebn DKgonalen gleidh^ die DiogotialeB selbffc also 
ebenfalfe gleMi. 

Der Seknttimiikt der IMagoiial«B kat gkiebe AhrtBadte 
von den Ettken^ letetei^e Uegen deainia^ Mtf des^dben 
Kreide ttn den SehdittfmKikt der DiagouedeiL Dieser Kreis 
heiüt del* lUBgesehrieb'ene Krei» oder der Uinkf«is de» 
Reehteckfl. Wir eihaltßii also die Sfitze: 

Im Eeohteek 8in>d die Diagoa^rleii rleich; 

Zu jedem Redhteek gekört ein Ui&Mvei«, deaaen 
Mittelpunkt der Schnittpunkt der Diagonale« ist. 

Der Umkreis eines fieohteeks ist besisiimit, "s^eoM die 
Diagonale desaelbea gegeben ist 

8. Wenn in einem Parallelogiainm die DiagonAksa gleixäi 
sind^ 8D kat äff Sohinttpunkt von dem Eeken gleißbe Ab- 
stände. Da nun die MitteQini»i dorck den Sehnätpoikl der 
Diagonalen gehen, so entkak jede MitteUkiie zwei Pankte, die 
von denselben zwei Ecken gleiche Abstände haben;; sie iai 
also die MittelBenkreckte der Seit^ die jene Eeken verbmdei. 
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Ari dieser Beile stehen aber audi die Seiten senkreeU;^ die 
zu der betrachteten lüfitteffinie parallel sind« Es folgt also: 
Bin Paradelogramm mit gleichen Dia^ontilen^ 
oder ein Parallelogramm^ das einen Umkreis besitst, 
ist ein Kech4(eek. 




Uff. SM. 



Bas Redtteck kann als ein Parallelogramm betrachtet 
WGfcteitf dessen Mltteffinien Adisen des Parallelogramms sind. 

9. Sind die Seiten eines Parallelogramms gleich; so 
heifet es Blionibns c>der Kante (Fig. sf). 




F1C.5S. 



Ein Viereck; in dem die vier Seiten (§ 23; 2); u»d em 
PlaafaUdognntim^ is dem swei Naehbarseiten gteidi sind; sind 
ebenfidls Bauten. 

Jede Diagenaie des Bbembos (Fig. 53) verbindet zwei 
Punkte, die von den Endpunkten der andern Diagonale 
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gleiche Abstände haben; sie ist also die Mittelsenkrechte der 
andern Diagonale. FolgHch ei^giebt sich: 

Die Diagonalen des Rhombus stehen senkrecht 
aufeinander und halbieren die Winkel des Khombus. 

10. Wenn man von dem Schnittpunkte S der Diagonalen 
des Bhombus auf die Seite CD das Lot SP fällt (Kg. 53), 
so ist die Gerade SP sowohl für CD als auch für den 
Kreis um S mit dem Radius SP eine Achse; folglich haben 
der Ejeis S und die Gerade CD nur den Punkt P gemein. 
Da nun jede Diagonale sowohl für den Shombus als auch 
für den Kreis 8 eine Achse ist^ so hat jede Seite des 
Bhombus mit dem Kreise 8 einen einzigen Punkt gemein. 
Der Kreis S heifst der eingeschriebene Kreis oder der ^ 
Inkreis des Shombus. Es ergiebt sich also: 

Zu jedem Bhombus gehört ein Inkreis^ dessen 
Mittelpunkt der Schnittpunkt der Diagonalen ist. 

11. Den Abstand zweier Gegenseiten eines Parallelo- 
gramms nennt man Hohe. Jedes Parallelogramm hat zwei 
Höhen. 

Zwei Nachbarseiten eines Parallelogramn^s sind homologe 
Querstrecken der beiden Streifen, die das Parallelogramm 
erzeugen. Ist dieses ein Bhombus, so sind die homologen 
Querstrecken gleich, die beiden Streifen also kongruent. 
Somit ergiebt sich: 

Die Höhen des Bhombus sind gleich. 

12. Wenn in einem Parallelogramm die Diagonalen 
aufeinander senkrecht stehen, so ist jede die Mittelsenkrechte 
der andern. Es folgt also: 

Ein Parallelogramm, in dem die Diagonalen 
senkrecht aufeinander stehen, ist ein Bhombus. 

Der Bhombus kann als ein Parallelogramm betrachtet 
werden, dessen Diagonalen Achsen des Parallelogramms sind. 

13. Wenn in einem Parallelogramm die Höhen gleich 
sind, so sind die Streifen, die das Parallelogramm erzeugen, 
kongruent. Zwei Nachbarseiten sind aber homologe Queiv 
strecken der beiden Streifen, also gleich. Es ergiebt sich 
demnach: 

Ein Parallelogramm mit. gleichen Höhen ist ein 
Bhombus. 

Der Bhombus kann als ein Parallelogramm betrachtet 
werden, welches durch kongruente Streifen erzeugt wird. 
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14. Wenn das Parallelogramm AB CD (Fig. 54) einen 
Inkreis K hat, so ist das von K auf AB gefällte Lot PQ 
sowohl für den Kreis K als auch für die Gerade AB eine 
Achse. Der Punkt, den K imd AB gemein haben, liegt also 

\9 




auf KF. Die Gerade PQ steht aber auch auf T> senkrecht 
und geht daher auch durch den gemeinschaftlichen Punkt 




von K und D C. Die zu AB gehörige Höhe des Parallelo- 
gramms ist also dem Durchmesser des Kreises K gleich. 
Dasselbe gilt von der zweiten Höhe, somit sind beide ein- 
ander gleich. Daher der Satz: '^ 
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Ein Parallelogramm, das einen Ijakireia besitzt^ 
ist ein Bhombue. 

Ifi. Ein ParattBlommm mit glddi» Winkdin uad 
gleichen. 8eiteni h&ük Quadrai (Fi^ 5b).. 

Das Quadrat besitzt die Eigenschaften des Bechtecks 
und die des Sliombus^ also folgt: 

Die Diagonalen eines Quadrats sind gleich, 
halbieren die Winkel des Quadrats und stehen auf- 
einander senkrecht. 




Fig. 56. 



Jedes Quadrat hat einen Umkreis und einen 
Inkreis. 

Um nachzuweisen, dafs ein Parallelogramm ein Quadrat 
ist, mufs gezeigt werden, dals es ein Bhombus und ein 
Bechteck zugleich ist. Das Quadrat kann als ein Parallelo- 
gramm betrachtet werden, in dem sowohl die Mittellinien 
als auch die Diagonalen Achsen sind. 

16. Zwei antiparallele Querstrecken eines Streifens, 
die sich nicht schneiden, begrenzen mit den Bändern eine 
Fläche, <Ke Trapez hei&i. Das Tifapea hat zwei pacallrie 
Gegenseiten, die Grundlinien, xatd zwei antipamllde^ die 
Schenkel Sofort ergiebt sich der Satz: 

Die Schenkel eines Trapezes (die Winkel an 
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derselben Granidlinie) Bind glei-oh^ Winkel an ver- 
schiedenen Grundlinien sindSupplementwinkel. 

- 17. Bnreli Zusammenklappen der beiden Halbebenen, 
fie die Hittelsenkrecfate einer Gnmdlinie eines Trapezes 
bestimmt^ werden die Ecken in der einen Halbebene mit 
den Ecken in der andern zur Deckung gebracht (Fig. 56). 
Jene Mittelsenkrechte ist also eine Achse des Trapezes. 
Somit ei^ben sich die Sätze: 

Die Diagonalen des Trapezes sind gleich und 
antiparallel. 

Der Schnittpunkt der Diagonalen eines Tra- 
pezes, der Schnittpunkt der Verlängerungen der 
Schenkel, die Mittelpunkte der Grundlinien und 
der Schnittpunkt der Mittellinien liegen in einer 
Geraden. 

18. Der Punkt, in dem die Achse eines Trapezes von der 
Mittelsenkrechten eines Schenkels geschnitten wird (Fig. 56), 
hat von den vier Ecken gleiche Abstände; durch ihn geht 
daher auch die Mittelsenkrechte des andern Schenkels. 
Somit folgt: 

Jedes Trapez hat einen Umkreis. 

19. Zwei beliebige Querstrecken eines Streifens, die 
sich nicht schneiden^ begrenzen mit den Rändern eine Fläche, 
die Trapezoid heiist Die parallelen Gegenseiten werden 
auch beim Trapezoid Grundlinien, die nicht parallelen 
Schenkel genannt. 

Die Schenkel und die Diagonalen des Trapezoids sind 
Querstrecken desselben Streifens (Fig. 57), also folgt: 
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Die Mittelpunkte der Schenkel und der Diago- 
nalen liegen in einer Geraden. 

20. Wenn man in dem Trapezoid AB CD (Fig. 58) 
durch den Mittelpunkt E des Schenkels BC zxi AD die 



Parallele ^P6r zieht, so ist AFGD ein Parallelogramm, das 
mit dem Trapezoid eine Mittellinie gemein hat. Diese ist 
also jeder der Seiten AT und DQ des Parallelogramms 
gleich. 

In dem Viereck PBGC halbieren sich die Diagonalen, 
folglich ist es ein Parallelogramm, also: 

PB^GC; AP+DG^AB+CD 
und 

Somit ergiebt sich der Satz: 

Die zu den Schenkeln eines Trapezoids gehörige 
Mittellinie ist gleich der halben Summe der Grund- 
linien. 

Da jedes Trapez auch ein Trapefsoid ist, so gelten 
die für dieses bewiesenen Sätze auch für jenes. Das Trapezoid 
liegt in einem einzigen Streifen, hat also nur eine Höhe. 

Übungen zu § 23. 

1. Die Parallelogramme zu zeichnen, die drei gegebene 
Ecken gemein haben. 

2. Wenn zwei Strecken einen Endpunkt gemein 
haben, so ist die Verbindungslinie ihrer Mittel- 
punkte halb so grofs, wie die Verbindungslinie der 
nicht gemeinschaftlichen Endpunkte. (Eine Seite und 
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eine Diagonale eines Parallelogramms sind zwei solche 
Strecken.) 

3. Die Mittelpunkte der Seiten eines Parallelogramms 
sind die Ecken eines zweiten Parallelogramms^ dessen 
Seiten den halben Diagonalen des ersten beziehungsweise 
gldch sind und durch die Diagonalen des ersten halbiert 
werden. 

4. Eine Strecke zu zeichnen^ deren Endpunkte 
auf den Schenkeln eines gegebenen Winkels liegen, 
und die durch einen gegebenen Punkt halbiert wird. 
(Jede Diagonale eines Parallelogramms kann als eine solche 
Strecke betrachtet werden. Siehe § 22, Übung No. 20). 

5. Eine Strecke vongegebener Längeznzeichnen, 
deren Endpunkte auf zwei gegebenen Geraden liegen, 
und die zu einer dritten gegebenen Geraden parallel 
ist. (Wenn man auf der £itten Geraden von einem ihrer 
Schnittpunkte mit den beiden ersten aus die gegebene Länge 
abtragt, so sind die Endpunkte dieser Strecke und der 
gesuchten die Ecken eines ParaUelogramms.) 

6. Ein Viereck, in dem eine Diagonale und eine Mittel- 
linie sich halbieren, ist ein Parallelogramm. 

7. Wenn man von zwei Gegenecken eines Parallelo- 
gramms aus auf Gegenseiten gleiche Strecken abtragt, so 
geht die Verbindungslinie der Elndpunkte der abgetragenen 
Strecken durch den Schnittpunkt der Diagonalen. 

8. Die Achse eines gegebenen Streifens mit Hilfe von 
zwei Kreisen und vier Geraden zu konstruieren. 

9. Die Mittelsenkrechten zweier Gegenseiten eines Paral- 
lelogramms bestimmen einen Streifen, dessen Achse durch 
den Schnittpunkt der Diagonalen geht 

10. Die Mittelsenkrechten der Seiten eines Parallelo- 
granuns bestinmien ein zweites Parallelogramm, das mit dem 
gegebenen in den Winkeln übereinstimmt, und dessen Dia- 
gonalen und Mittellinien sich in demselben Punkte schneiden, 
wie die Diagonalen und Mittellinien des gegebenen Paral- 
lelogramms. 

11. Die Verbindungslinien einer Ecke eines Parallelo- 
granuns mit den Mittelpunkten der nicht zugehörigen Seiten 
werden durch die Verbindungslinie der Mittelpunkte der 
zu der Ecke gehörigen Seiten und durch die nicht zu der 
Ecke gehörige Diagonale in drei gleiche Teile geteilt. 
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12. Die Mittelpunkte der Seiten eines Becbtecks sind 
die Ecken eiaes Ehombus^ dessen Winkel den Winkeln der 
Diagonalen des Sechtecks beziehungsweifie gleich sind, 

13. Die Mittelpunkte der Seiten eines Siiombiis sind 
die Ecken eines Rechtecks^ dessen Seiten den halben Dia- 
g(Mialen des Shombus beziehungsweise gleich sind. 

14. Die Mittelpunkte der Seiten eines Quadrats sind 
die Ecken eines zweiten Quadrats^ dessen Seite der halben 
Diagonale des ersten gleich ist. 

15. Die Mittellinien des Eechtecks halbieren die Winkel 
der Diagonalen, und die Diagonalen des Ehombus halbieren 
die Winkel der Mittellinien. Die Mittellinien und die 
Diagonalen .des Quadrats teüen die Ebene in acht gleiche 
Teüe. (Man betrachte jede Figur als eine symmetrische.) 

16. Die Halbierungslinien der Winkel eines Parallelo- 
gramms bestimmen ein Rechteck. 

17. Die Halbierungslinien der Winkel eines Rechtecks 
bestimmen ein Quadrat, dessen Diagonalen beziehungsweise 
in den Achsen des Rechtecks liegen. 

18. Die Mittelsenkrechten der Seiten eines Rhombus 
bestimmen eiuen zweiten Rhombus, dessen Achsen mit den 
Achsen des ersten beziehungsweise zusammenfallen. (Zwei 
Mittelsenkrechte, die nicht parallel sind, schneiden sich auf 
einer Diagonale des Rhombus.) 

1 9. Die Endpunkte von zwei Durchmessern eines Kreises 
sind die Ecken eines Rechtecks. 

20. Jede Strecke, die zwei Punkte verschiedener 
Schenkel eines rechten Winkels verbindet, ist Durchmesser 
eines Kreises, der durch den Scheitel geht. (Die Figur 
kann zu einem Rechteck ergänzt werden.) 

21. Wieviel Kreise sind erforderlich, um ein Rechteck 
zu bestimmen? (Siehe No. 19.) 

22. Die Mittelsenkrechten von zwei Gegenseiten eines 
Parallelogramms bestimmen mit diesen ein Rechteck, dessen 
Diagonalen und Mittellinien sich in demselben Punkte achnei- 
den, wie die Diagonalen und Mittellinien des Parallelogramms. 
(Eine Diagonale des Parallelogramms und eine Diagonale 
des Rechtecks sind Diagonalen eines und desselben neuen 
Parallelogramms.) 
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23. Die Mittelpmikte der Seiten eines Trapezes sind 
die Ecken eines Bhombus^ dessen Seite der halben Diagonale 
des Trapezes gleich ist. 

24. Die Endpunkte paralleler Sehnen eines Kreises 
sind die Ecken eines Trapezes. (Die Figur hat eine Achse.) 

25. Zwei Mittelpunktstrahlen konzentrischer Kreise 
bestimmen auf den Kreislinien die Ecken eines Trapezes. 
(Die Figur hat eine Achse.) 

26. Wenn zwei gleiche Strecken sich so teilen^ daTs 
die Abschnitte der einen den Abschnitten der andern be- 
ziehungsweise gleich sind^ so sind die Endpunkte der Strecken 
die E<äen eines Trapezes. (Zwei gleiche Abschnitte beider 
Strecken können als gleiche Querstrecken eines Streifens 
betrachtet werden^ die gegebenen Strecken sind also anti- 
parallel. Der Best des Beweises ist ähnlich wie bei dem 
Lehrsatze No. 3 des vorliegenden Paragraphen.) 

27. Wenn die Verlängerungen von zwei gleichen Strecken 
sich so schneiden^ dafs auch sie gleich sind^ so sind die 
Endpunkte der Sixecken die Ecken eines Trapezes. 

28. Wenn die Verbindungslinie der Mittelpunkte von 
zwei Strecken eine Verbindungslinie ihrer Endpunkte hal- 
biert, so sind die Endpunkte der Strecken die Ecken eines 
Trapezoids. Unter welcher Bedingung ist das Trapezoid ein 
Trapez? (Zwei Verbindungslinien von zwei nicht verbundenen 
Endpunkten sind zur Verbindungslinie der Mittelpunkte 
parallel.) 

29. Die Mittelpunkte der Seiten eines Trapezoids 
sind die Ecken eines Parallelogramms. 

Vorbemerkungen. Im Streifeneck sollen folgende 
Bezeichnungen gelten: 1) für die Ecken: J., By C, D; 
2) für die Winkel: ^DÄB^^a, ^ABC^ß, ^BCD^^y, 
^CDÄ^d; 3) für die Seiten: AB^a,BG^h, CD^c, 
DÄ^d; 4) für die Diagonalen: AC^e, BD=^f; 5) für 
die Mittelpunkte der Seiten a, b, c, d beziehungsweise: M^y 
M2, M^y M^y 6) für den Schnittpunkt der Diagonalen: 8; 
7) für die Mittellinien: M^M^^m^y M^M^==^m^; 8) für 
die Höhen: h^ oder Ä,, je nachdem die Höhe auf a oder auf b 
senkrecht steht; h, wenn' beide Höhen gleich sind^ oder das 
Streifeneck nur eine Höhe hat; 9) für einen Punkt, der auf 
den Geraden a, b, c, dy e, fy m^ m^ als gegeben vorausgesetzt 
wird, beziehungsweise: 31, », 6, % (£, % 3Ri, 3R,; 10) für 

Fflieger, Blementare Planimetrie. 7 
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den BadiuB und den Mittelpunkt des Umkreises beziehungs- 
weise: Ty U; 11) für den Badius und den Mittelpunkt des 
Inkreises beziehungsweise: q, J. 

Bei den folgenden Parallelogrammkonstruktionen unter- 
scheide man drei Falle: 1) die Angaben enthalten nur ein- 
fache Gröfsen (Seiten^ Diagonalen, Winkel u. s. w.), 2) die 
Angaben enthalten Punkte, deren Lage vorgeschrieben ist, 
3) die Angaben enthalten Aggregate von einfachen Gröfsen. 
Jeder der drei Falle soll an einem Beispiele erläutert werden. 

1. Fall. Von einem Parallelogramm kennt man: 

Man zeichne ein Parallelogramm A^ CD mit der Dia- 
gonale AG. Die Seite e bestimmt die Punkte C und D. 
Nach dem Satze über entsprechende Streifenwiakel ist 
^BCA^{ae)y folglich der erste Ort für ^ der Strahl 
durch Cy der mit dem Strahle CD einen Winkel einschliefst^ 
welcher gleich ^{fie) ist Die Gerade AB hat von ihrer 
Parallele CD den Abstand ä^, folglich ist der 2. Ort für 
A und der erste für jB die Pandlele zu CD im Abstände \. 
Da im Parallelogramm die Gegenseiten gleich sind, so ist 
BA=^c, folglich der 2. Ort für B der Kreis um A mit 
dem Badius c. 

Oder: Der Winkel (oe) bestimmt den Punkt A und 
je einen Ort f&r B und C7. Da im Parallelograimn die 
Gegenseiten gleidb sind, so ist BA=c, also der 2. Ort für 
B der Kieis um A mit dem Badius c. Die Gerade CD 
hat von ihrer Parallele AB den Abstand A^, folglich ist 
der 2. Ort fiir C und der 1. Ort für D die Parallele zu 
AB ün Abstände A^. Da DC^c ist, so ist der 2. Ort 
für D der Kreis um C mit dem Badius e. 

Oder auch: Ein Streifen von der Breite Ä^ ist kon- 
struierbar, seüie Bander geben je eüien Ort für A, By G 
und D. Da ein Parallelogramm in jedem seiner Streifen 
verschoben werden kann, so darf der Punkt A actf dem 
einen Bande willkürlich angenommen werden. Der Winkel 
GAB ist gleich {ae), folglich ist der 2. Ort für C der Strahl 
durch A, der mit dem durch A gehenden Bande den ge- 
gebenen Winkel (ae) einschliefst. Da DC^c ist, so ist der 
2. Ort für D der Kreis um C mit dem Badius c. Im Paral- 
lelogramm sind die Gegenseiten gleich, folglich ist BA=^c, 
und der 2. Ort fiir B der Kreis um A mit dem Badius c. 
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Ans den vorstehenden Zergliedetiingen (Analysen) der 
gestellten Angabe ergeben sich folgende Regeln: 

Je nachdem als Ausgang der Abstand zweier Punkte 
oder ein Winkel oder der Abstand zweier Parallelen 
dient, legt man zwei Punkte, oder einen Punkt und je einen 
Ort für die auf den Schenkeln liegenden Punkte, oder einen 
Punkt nnd je einen Ort für die Punkte der Rinder fest 
Der weitere Verlauf der Analyse bezweökt, für die noch 
nicht als konstruierbar nachgewiesenen Ecken des Parallelo- 
gramms mit Hilfe der noch nicht benutzten Angaben und 
der für das ParaUelognunm geltenden Lehrsätee einen weiten 
Ort, bezw. je zwei Orte, aufzusuchen. In diesem weitem 
Verlaufe ist festzuhalten: eine als Abstand zweier Punkte 
aufzufassende Strecke (Seite, Diagonale, Mittellinie) liefert 
für ihren emen Endpunkt einen Ort, wenn der andere End- 
punkt schon früher als konstruierbar nachgewiesen ist; ein 
bekannter Winkel giebt einen Ort für die auf dem eüien 
Schenkel liegenden Punkte, wofern der Scheitel des Winkels 
und der andere Schenkel bereits früher festgelegt sind; eine 
als Streifenbreite au£sufassende Strecke (Höhe) liefert einen 
Ort für die auf dem einen Bande liegenden Punkte, wenn 
der andere Band schon vorher konstruiert gedacht ist. 

2. Fall. Von einem Parallelogramm sind gegeben: 

Man zeichne ein Parallelogramm AB CD mit den Seiten- 
mittelpunkten Ml und M^ und nehme auf der Diagonale 
Ä C einen Punkt @ an. Die Punkte M^y M^ und ($ sind als 
gegeben anzusehen. Wenn zwei Strecken einen Endpunkt 
gemein haben, so ist die Verbindungslinie der nicht geknein- 
schaftlichen Endpunkte zur Verbindungslinie der Mittel- 
punkte parallel; folglich ist der 1. Ort für A und C die 
Parallele durch (S zu M^M^. Der Winkel ^AM^ ist gleich 
(ae)f daher ist der 2. Ort für JL'und der 1. för J9 eine 
Gerade durch M^y die mit dem 1. Orte für A einen Winkel 
bestimmt, der gleich dem gegebenen Winkel (ae) ist. Da 
BMi = AMi ist, so ist der 2. Ort für B der Ejreis um M^ 
mit dem Badius AM^. Der 2. Ort für C ist die Gerade 
BM^. Im Parallelogramm sind je zwei Gegenseiten gleich, 
somit sind die Orte für D der Ejreis um A mit dem Badius 
BC und der Eireis um C mit dem Badius AB. 

7* 
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3. Fall. Wenn aufser der Summe oder der Differenz 
zweier Strecken die eine gegeben ist^ so kann auch die 
andere konstruiert werden. Kennt man von zwei Strecken 
die Summe und die Differenz^ so ist jede von ihnen kon- 
struierbar (§ 18, Übung No. 12). Man wird also auf den 
Fall zurückgeführt^ wo nur einfache Strecken gegeben sind. 
Andernfalls kommt beim Trapezoid der Satz No. 20 in Be- 
tracht, oder es muTs das gegebene Aggregat durch passendes 
Abtragen in die Figur eingezeichnet werden. 

30. Ein Parallelogranmi zu zeichnen aus: 
l)a,b,f 2)a, 6, a S) a, f, ^{df) 
4) c, /, ^(ae) 5) a, f, ^{fe) 6) a, Ä^, ^(ae) 

7) a, Äj, e 8) m^, m„ jd^h^^) 9) Ai* <(*«)* -^ («ö) 

10) a, Ai, Aa 11) a + b, a-^b, e 12) e + f, e^f, ^(ae) 
13) Jfi, Jfa, Jfg 14) M^y Jf„ S 15) Ä, Jf„ Jtfi, • 

16) S, J4, Ä 17) C, D, Jfi 18) 8, D, M^ 

19) »,6,-4,5 20) », e, Jfs, 5 21) SS, 6, JM^, Jf« 
22) %m^,M^,S 23) (S, g, Jtfa, M^ 24) (£, SR^, Jtfl, Jf^ 
25) e, g, 5, Ms 26) (S, SRa, D, M^. 

31. Ein Rechteck zu zeichnen aus: 

1)0,/ 2X(«e),/- 3X(e/),o 

4) jC(ae), b 5) r, ^{ef) 6) « + &, a— 6 

7) e-a, e+c 8) Jf^, S, < (c/) 9) JMg, Jf„ ^ (e/) 

10) Jlfi,Jf4,-^(ae) 11) 6, ^ Ä 12) S), ^, J^ 

13) SB, D, JI4 14) e, Ml, Jfg 15) e, D, Ml 

16) «B, 6, S), Ä 17) 9t, ®, SRa, Mi 18) ^, C, <(c/) 

32. Einen Bhombas zu zeichnen, von dem man kennt: 
1) a, ^(ae) 2) ^{ae), h 3) ä, c 

4) o, h 5) e+f, e — f 6) q, e 

l)Q,a 8)Mi,M^,f 9) Ml, M^, ^{af) 

10) Ml, JMg, /? 11) M,, Mi, a 12) @, D, Jlfi 
13) g-, D, Ml 14) 6, ^, Jf, 15) @, g, 5K„ ^ 

16) A, B, h 17) ®, j; Jlfi. 
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33. Ein Quadrat zu zeichnen^ wenn man kennt: 

1) 6 2) Jfi, Jfj 3) Ä, S 4) Jfi, M^ 5) », ©, Ä 

6) (£, g, -B 7) U, r, ®. 

34. Ein Trapez zu zeichnen^ von dem gegeben sind: 
1) a, b, h 2) a, e, h 3) a, hy e 

4) a, A, r 5) 6, A, r 6) a, r, ^{ef) 

7) a + b, a—by h 8) c, e, a 9) a + c, A, b 

10) a+6+c,a— 6+c,A 11) ^(6d),a+c, r 12) a + c^ o, r 

13) a+c, A, /S 14) a — c, o, r 15) a — c, A, r 

16) -^(6d), Wa. « 1'^) K^^y «> ^ 18) ^, -Mi, JMa 

19) Jfi, fif, B 20) ^ S, Jtf; 21) A, JM;, Jfg 

22) % 3»i, J., Jfs 

35. Ein Trapezoid zu zeichnen^ wenn bekannt sind: 
1) ay Cy h, e 2) b, dy ey ß 

3) a + Cy o, ßy h 4) a + Cy hy by f 

5) a+Cy by rn^y -^(WiW,) 6) -^ (6d), o, a + Cy h 

7) a — Cy o, /S, c 8) a — c, A, /S, f 

9) ^ Jtfi, J4, c 10) ul, B, S, A 

11) Äy By M^y tt + C 12) U ^ ßy tt, by Ü. 



Neuntes EapiteL 

Die Parallele nnd die Winkelhalbierende. 



§ 24. Die ParaUele. 

1. Sei AB eine Strecke, M ihr Mittelpunkt, g ihre 
Mittelsenkrechte (Fig. 59). 

Ist C ein Punkt von g^ so ist die gebrochene Linie 
AGB gröfser als die Strecke AB^ folglich auch die 
Hälfte der gebrochenen Linie gröfser als die Hälfte der 
Strecke; mi&in AC> AM. Das von A auf g gefällte 
Lot ist also die kürzeste Verbindungslinie zwischen A und 
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einem Punkte der Geraden g. Diese kürzeste Verbindungs- 
linie heifst der Abstand des Punktes A und der Geraden g. 
2. AB und CD seien zwei Parallelen, a ihr Abstand 
(Fig. 60). 
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Das von Ä auf CD gefällte Lot AG ist sowohl der 
Abstand des Punktes Ä von der Geraden CD, als auch 
der Abstand der beiden Parallelen. Für jeden Punkt der 
einen Parallelen ist also der Abstand von der andern gleich 
dem Abstände der Parallelen. 

Die Gerade CD bestimmt zwei Halbebenen. Sei P ein 
beliebiger Punkt der Halbebene Ä, PQ sein Abstand von 
CD, jR der Schnittpunkt der Geraden PQ und AB. Dann 
ist QIl=^a. Je nachdem nun P innerhalb oder aufserhalb 
des Streifens angenommen wird, ist PQ ein Teü von BQ, 
also PQ<a, oder U^ ein Teü von PQ, also PQ>a. Die 
Gesamtheit der Punkte auf der Geraden AJB ist somit 
identisch mit der Gesamtheit der Punkte der Halbebene A, 
die von CD den Abstand a haben. 

Durch Zusammenklappen der durch CD bestimmten 
Halbebenen kommt die Gerade AB der einen Qalbebene 
mit einer Geraden EF der andern zur Deckung. Die Ger 
rade EF hat somit für ihre Halbebene dieselbe Bedeutung, 
wie die Gerade AB fiir die erstere. Demnach ergiebt sidi 
der Satz: 

Der Ort für alle Punkte, die von einer gegebenen 
Geraden einen gegebenen Abstand haben, besteht 
aus zwei Parallelen zu der gegebenen Geraden, die 
von ihr den gegebenen Abstand haben. 

3. AB und ^jP liegen symmetrisch bezüglich CD (Fig. 60), 
folglich ist CD die Achse des durch AB und EP' bestimmten 
Streifens. Die Gesamtheit der Punkte von CD ist daher 
identisch mit der Gesamtheit der Punkte, die von AB und 
EF gleiche Abstgnde haben. Oder: 

Der Ort für alle Punkte, die von zwei gegebenen 
Parallelen gleiche Abstände haben, ist die Achse 
ihres Streifens. 

4. Sei P ein Punkt aufserhalb des durch AB und CD 
gebüdeten Streifens (Fig. 60); PQ, PR, PM seine Abstände 
von den Rändern und von der Achse. 

Es ist: P$ + PiJ=(PJf+JlfÖ) + (PJf— JfiJ). Da 
aber JIf^==JMJß ist, so folgt: 

PQ+PB^2PM 

oder: 
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In Worten: Die halbe Summe der Abstände des gegebenen 
Pmiktes von den Bändern des Streifens ist gleidi seinem 
Abstände von der Streifenachse. 

Wenn P ein Punkt des Streifens aulserhalb der Streifen- 
achse ist, so eigiebt sich: 

PQ—PB^(MQ + MP)'-{MB—MP), folgUch: 

^i^^PJf. 

In Worten: Die halbe Differenz der Abstände des gegebenen 
Punktes von den Streifenrändem ist gleich seinem Abstände 
von der Achse. Wenn daher för einen Punkt die Summe 
oder die Differenz seiner Abstände von den Bändern eines 
Streifens vorgeschrieben ist, so ist auch der Abstand des 
Punktes von der Streifenachse bestimmt. Also folgt: 

Der Ort für alle Punkte, für welche die Summe 
(Differenz) der Abstände von den Bändern eines 
gegebenen Streifens einer gegebenen Strecke gleich 
ist, besteht aus den beiden Parallelen zur Streifen- 
achse, deren Achsenabstand gleich der Hälfte der 
gegebenen Summe (Differenz) ist. 

Übungen zu § 24. 

1. Auf einem gegebenen Kreise Punkte zu finden, die 
von einer gegebenen Geraden den Abstand a haben. Wieviel 
Punkte giebt es höchstens? 

2. Punkte zu konstruieren, die von einer gegebenen 
Geraden den Abstand a und von einer zweiten gegebenen Ge- 
raden den Abstand b haben. Wieviel Punkte gießt es im all- 
gemeinen? Unter welcher Bedingung kann durch die erhaltenen 
Punkte ein Ereis gelegt werden? Unter welcher Bedingung 
bestimmen sie einen Bhombus? Wenn die gegebenen Ge- 
raden parallel sind, welche Beziehung muTs zwischen ihrem 
Abstände und den gegebenen Abständen bestehen, damit es 
Punkte gebe, die der gestellten Forderung genügen, und 
zwar unzählig viele Punkte? 

3. Mit gegebenem Badius r Kreise zu zeichnen, deren 
Mittelpunkte von einer gegebenen Geraden den Abstand a 
haben, und die durch einen gegebenen Punkt P gehen. 
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4. Punkte zu finden^ die von einer g^benen Geraden 
den Abstand a und von einem g^ebenen Punkte den Ab- 
stand b haben. 

5. Einen Punkt zu finden^ der von einer g^benen 
Greraden und einem gegebenen E^inkte gleiche Abstände hat. 

6. Eine Gerade zu zeichnen^ die von einer gegebenen 
Geraden und von einem gegebenen Punkte gleiche Ab- 
stände hat. 

7. Zu einer gegebenen Geraden eine Parallele zu ziehen^ 
die von einem g^ebenen Punkte den Abstand a hat. 

8. Einen Pimkt zu finden^ der von zwei g^ebenen 
Parallelen gleiche Abstände und von einer dritten gegebenen 
Geraden den Abstand b hat. 

9. Durch einen Punkt der Kreislinie M eine 
Gerade zu ziehen^ deren Mittelpunktsabstand gleich 
dem Sadius ist. Wieviel Punkte haben Kreis und 
Gerade gemein? 

10. Wenn in einem Parallelogramm der Schnittpunkt 
der Diagonalen von den Seiten gleiche Abstände hat^ so ist 
das Parallelogramm ein Bhombus. 

11. Welches ist die kleinste Qüerstrecke eines Streifens? 

12. Jede Grerade^ die durch den Mittelpunkt einer 
Strecke geht^ hat von den Endpunkten gleiche Abstände. 
Welche unter diesen Geraden Imt die grölsten Abstände 
von den Endpunkten? 

13. Auf der Strecke AB oder auf deren Verlängerung 
einen Punkt P so zu bestimmen^ dafs jede Gerade^ die durch 
P geht 9 von Ä einen doppelt oder dreimal so grofsen Ab- 
stand hat wie von B. 

14. Punkte zu finden, för welche die Summe (Differenz) 
der Abstände von zwei gegebenen Parallelen gleich a ist^ und 
die zugleich von einer dntten gegebenen Geraden den Ab- 
stand b haben. 

15. Eine Gerade zu zeichnen, für welche die Summe 
(Difpierenz) der Abstände von einem ^^benen Punkte und 
von einer gegebenen Geraden vorgesduieben ist 

16. Eine Gerade zu zeichnen, die zu einer gegebenen 
Geraden parallel ist, und für welche die DiSerenz der 
Abstände von zwei gegebenen Punkten einer gegebenen 
Strecke gleich ist. 
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Fig. 61. 



17. Durch einen gegebenen Punkt P eine Gerade zu 
riehen^ für welohe die Dmerenz der Abstände yoa zwei ge- 
gebenen Punkten einer gegebenen Strecke gleich ist (Die 
beiden letzten Punkte sind Greg^tiecken eines Rechtecks^ 
dessen eine Seite der g^benen Strecke gleich ist). 

§ 25. Die WiokeUiAlbiereiide. 

1. P sei ein Punkt der Halbierungslinie des Winkels 

Ä8B, PÄ und PB seine Abstände von den Schenkehi (Fig.61). 

Durch Zusaaunenklappen der Halbebenen A und B um 

die Gerade SP kommen 
die Schenkel zur 
Deckung, also auch die 
Lote PA und PB, da 
durch jed^i Punkt eine 
einzige Senkrechte zu 
einer gegebenen Geraden 
gelegt werden kann. 
Die Punkte der Hal- 
bierungslinie haben also 
von den Schenkeln gleiche Abstände. 

Sei Q ein Punkt, der nicht ai^ der Halbierungslinie 
^^Sh Q^ ^^d Q ^ B^^ Abstände von den Sdb^okeln. 

Wird Q in der Halbebene V angenommen, so verbindet 
QR zwei Punkte verschiedener Halbebenen und schneidet 
daher die gemeinschaftliche Grenze beider in einem Punkte 
P Durch Zusammenklappen der Halbebenen V und B um 
SP kommen die Lote PB und PW zur Deckung. Die 
Strecke QB geht in die gebrochene Linie ^P TT über, weldie 
grofser ids Q W, mithin ftuch gröfser als das Lot Q F ist 
Jeder Punkt der Halbebene F liegt also dem dieser Halb- 
ebene angehörigen Schenkel näher als dem andern. So 
liegen auch die Punkte der Halbebene jB dem Schenkel SB 
näher als dem Schenkel SV. 

Die Gesamtheit der Punkte des Strahles SP ist somit 
identisch mit der Gesamtheit der Punkte der Winkelfläche 
ASB, die von den Strahlen SB und S V gleiche Abstände 
haben. Berücksichtigt man, dafs die Geraden AS und BS 
die Ebene in zwei Paare von Scheitelwinkeln teilen, und 
daTs Scheitelwinkel durch dieselbe Gerade halbiert werden^ 
so ergiebt sich der Satz: 
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Der Ort für alle Punkte, die von zwei sich 
schneidenden Geraden gleiche Abstände haben, 
besteht aus den beiden Geraden, die die Winkel der 
gegebenen halbieren. 

2. Eine Quergerade schneide die Bänder eines Streifens 
von der Breite a in A und S (Fig. 62), die Achse in M, 
Die Geraden AG und AD seien die Halbierungslinien der 
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Fig. 62. 

Winkel in J., P ein Punkt einer dieser Halbierungslinien, 
FQy PB und P8 seine Abstände von der Quergeraden, der 
Streifenachse und dem durch A gehenden Streifenrande. 
Wenn P innerhalb des durch AS und die Achse 

gebildeten Halbstreifens liegt, so ist PB + PS=-^. Da 

aber PQ ^ PS ist, so folgt: PJB + PQ « |. In Worten: die 

Summe der Abstände des Punktes P von der Streifenachse 

und der Queigeraden ist gleich der halben Breite des Streifens, 

Wird P aufserhalb des genannten Halbstreifens an-r 

genommen, so ist entweder PB — PS« -^, oder PS — PB =« ■^, 

je nachdem P bezüglich der Streifenachse in der Halbebene 
A oder in der Halbebene B liegt Li beiden Fällen ist 

aber PQ = PS, folgUch im ersten FaQe: PB—PQ = ^y im 

zweiten : PQ — PJR»= ■^. In Worten : die Abstände des Punktes 
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P von der Streifenaxshse und der Qaergeraden unterscheiden 
fiich um die halbe Breite des Streifens. 

Da die Halbierungslinien nicht entsprechender Streifen- 
winkel aufeinander senkrecht stehen^ so ist JLD senkrecht zur 
Halbierungslinie MZ des Winkels AMB {MZ ist in Fig. 62 
weggelassen); mithin ist MZ die Achse der Geraden AD. 
MZ ist aber auch die Achse des Winkels AMD, folglich 
die Achse der Punkte A und D; also MD=^MA. Ebenso 
wird bewiesen, dafs MC=^MA ist 

Die Punkte der Winkelhalbierenden in S haben be- 
ziehungsweise dieselben Eigenschaften, wie die Punkte der 
Geraden A C und AD: die Summe oder die Diflferenz ihrer 
Abstände von der Streifenachse und der Quergeraden AB 
ist gleich der halben Streifenbreite. Femer schneiden jene 
Winkelhalbierenden die Achse des Streifens in Punkten, 
die von M den Abstand MB haben. Da nun MB^MA 
ist, so sind BCxmdBD die Halbierungslinien der Streifen- 
winkel in J?. 

Die Punkte AB CD sind die Seiten eines Rechtecks, 
von dem die Gegenecken A und B durch die Quergerade 
bestimmt werden; die beiden andern Gegenecken sind die 
Schnittpunkte der Streifenachse und des Ereises, der die 
Querstrecke AB zum Durchmesser hat. 

Um die Figur herzusteUen, kann man von zwei beKe- 
bigen Geraden MR und MQ ausgehen, die sich schneiden. 
Zieht man zu MR die Parallele im Abstände 2», die MQ 
in A schneidet, so bestimmt der Kreis um A mit dem 
Badius MA auf den gegebenen Geraden die Punkte J?, C 
und D. Es ergiebt sich dann: 

Die Gesamtheit der Punkte auf den Seiten des Becht- 
ecks ACBD ist identisch mit der Gesamtheit der Punkte, 
für welche die Summe der Abstände von den Geraden AB 
und CD gleich b ist, und die Gesamtheit der Punkte, die 
auf den Verlängerungen der Rechteckseiten liegen, ist 
identisch mit der Gesamtheit der Punkte, für welche die 
Diflferenz der Abstände von den Geraden AB und CD 
gleich b ist. Li andern Worten: 

Der Ort für alle Punkte, für welche die Summe 
der Abstände von zwei gegebenen Geraden gleich 
b ist, besteht aus den Seiten eines Rechtecks, 
dessen Ecken auf den gegebenen Geraden liegen. 
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und zwar hat jede Ecke den Abstand b von der 
Geraden, auf der sie nicht liegt. 

Der Ort für alle Punkte, für welche die Diffe- 
renz der Abstände von zwei gegebenen Geraden 
gleich b ist, besteht aus den Verlängerungen der 
Seiten des vorigen Rechtecks. 

Übungen zu § 25. 

1. Auf einer gegebenen Geraden Punkte zu bestimmen, 
die von zwei gegebenen Geraden gleiche Abstände haben. 
Wieviel solcher Punkte giebt es im allgemeinen, und unter 
welcher Bedingung giebt es nur einen? 

2. Mit gegebenem Radius einen Elreis zu zeichnen, 
dessen Mittelpunkt von zwei gegebenen Geraden gleiche 
Abstände hat, und der durch einen gegebenen Punkt geht. 

3. Unter welcher Bediogung bestimmen die Halbierungs- 
linien aller Streifenwinkel, die durch einen gegebenen Streifen 
und eine Quergerade gebildet werden, ein Quadrat? 

4. Mit EKlfe von drei Kreisen die Halbierungslinien 
aller Streifenwinkel zu zeichnen, die durch einen gegebenen 
Streifen und eine gegebene Quergerade bestimmt werden. 

5. Punkte zu finden, für welche die Summe (Differenz) 
der Abstände von zwei gegebenen Geraden gleich a isty 
und die auf einer gegebenen Geraden liegen. Wieviel 
Punkte giebt es im allgemeinen? 

6. Die Lote, welche von einem Punkte des gemein- 
schaftlichen Schenkels zweier Nebenwinkel auf deren Hal- 
bierungslinien gefallt werden, bestimmen auf den nicht 
gemeinschaftlichen Schenkeln eine Strecke, die durch den 
Scheitel halbiert wird. 

7. Zur Herstellung eines Streifens und der Halbierungs- 
linien von acht Streifenwinkehi, die durch dieselbe Quer- 
gerade bestimmt werden, sind zwei Kreise erforderlich. 
(Die Endpunkte von zwei Durchmessern eines Kreises be- 
stimmen den Streifen, der Mittelpunkt des Kreises einen 
Punkt der Achse. Drei von den Endpunkten der Durch- 
messer und ein mit Hilfe eines zweiten Kreises zu kon- 
struierender Punkt bestiimnen ein Parallelogramm, dessen 
Diagonalenschnittpunkt ein zweiter Punkt der Streifen- 
achse ist.) 
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8. Welches ist der Ort für alle Punkte^ für welche 
die Summe (Differenz) der Abstände von den Diagonalen 
eines gegebenen Quadrats gleich der halben Diagonale ist? 

9. Welches ist der Ort für alle Punkte, für die die 
Sunmie (Differenz) der Abstände von den Mittellinien eines 
gegebenen Quadrats gleich der halben Seite ist? 

10. Auf den Seiten eines Bbombus oder auf deren 
Verlangerungen Punkte zu finden, für welche die Differenz 
oder die Summe der Abstände von den beiden Diagonalen 
gleich der Hälfte der einen Diagonale ist. 

11. Auf einem gegebenen Ejreise Punkte zu finden, 
für welche die Summe der Abstände von zwei gegebenen 
Durchmessern gleich dem Radius ist 

12. Für alle Punkte auf den Seit^i eines Rechtecks 
sind die Summen der Abstände von den Diagonalen ein- 
ander gleicL 

13. Je zwei Parallelen, die in gleichen Abstanden zu 
der Diagonale eines Quadrats gezogen sind und die Seiten 
schneiden, bestimmen auf diesen die Ecken von Beohtecken, 
deren Umfange gleich sind. 

14. Je zwei Parallelen, die in gleichen Abständen von 
der Diagonale eines Quadrats die Verlängerungen der 
Seiten schneiden, bestimmen auf diesen die Ecken von 
Rechtecken, für welche die Differenzen zweier Nachbar- 
seiten gleich sind. 



Zehntes Kapitel. 

Schnitt nnd Berührung. 



§ 26. Kreis nnd Gerade. 

1. Wenn von dem Punkte P das Lot PM auf die 
Gerade g gefallt wird (Fig. 63)^ so hat von allen Punkten 
der Geigen der Punkt M den kleinsten Abstand von P. 

Sei Q der sym- ^ 

metrische Punkt zu P > 

bezüglich g) G und D yr 

seien zwei beliebige y^ 

Punkte von g in der- y^ 

selben Bichtung von M ^ '>.^ 
aus, aber MC>MD; 
F der Schnittounkt \x 

von PD und Q C. 

Die gebrochenen ^^' ^• 

Linien PCQ, PFQ und PDQ können durch folgende 
Summen ersetzt werden: 

1) PCQ=^PC+ CF+FQ 2) PFQ^PF+FQ 

3) PDQ=^PD + DQ 4) PFQ^PD + DF+FQ. 

Die Vergleichung der beiden ersten Summen lehrt, dafs 
PCQ>PFQ ist; die Vergleichung der beiden letzten ergiebt, 
dafs PBQ<PFQ ist. FolgKch ist auch PCQ>PDQ und 

^PCQ>^PDQ, also PC>PD. 

Wird auf g ein Punkt E so angenommen, dafs EM^ GM 
ist, 80 ist P § die Mittelsenkreehte von C J5?; mithin P(7= PE. 
Wir gelangen daher zu folgendem Ergebnis: 
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Bewegt sich ein Punkt auf der Geraden g^ so nehmen 
seine Abstände von dem beliebig angenommenen Punkte F 
und von dem Fufspunkte des von P auf g gefällten Lotes 
gleichzeitig zu oder gleichzeitig ab^ und es giebt zwei^ aber 
nur zwei Lagen^ in denen der sich bewegende Punkt von 
P einen vorgeschriebenen Abstaud a hat, der grofser als 
der Abstand des Punktes P und der Geraden g ist. 

Wenn man um P einen Elreis beschreibt, dessen Radius 
kleiner als Püf ist, so liegt M aufserhalb des Kreises P; 
folglich jeder andere Punkt von g ebenfalls. Ist der Ra- 
dius des Kreises P gleich PMy so liegt M auf dem Kreise, 
jeder andere Punkt von g aufserhalb. Wenn der Radius 
des Kreises P grofser als PM gewählt wird, so giebt es auf 
g zwei, aber nur zwei Punkte, deren Abstaud von P gleich 
dem Radius des Elreises ist, die also auf dem Ejreise liegen. 
Somit ergiebt sich der Satz: 

Eine Gerade und ein Kreis haben keinen oder 
einen oder zwei Punkte gemein, je nachdem der 
Mittelpunktsabstand der Geraden grofser als der 
Radius, gleich dem Radius oder kleiner als der 
Radius ist. 

2. Wird ein Kreis von einer Geraden geschnitten, so 
mufs von drei Annahmen die eine zutreffen: entweder ist 
der Mittelpunktsabstaud der Geraden kleiner als der Radius 
oder gleich diesem oder grofser als dieser. Da die erste 
Annahme allein mit dem vorhin bewiesenen Satze im Ein- 
klang steht, so ist sie die zutreffende. 

Durch Betrachtung eines Kreises, der mit einer ge- 
gebenen Geraden keinen, beziehungsweise einen Punkt, gemein 
hat, gelangt man durch ähnliche Schlüsse wie vorhin zu 
dem vollständigen Beweise des Satzes: 

Eine Gerade hat bezüglich eines Kreises einen 
Mittelpunktsabstand, der kleiner als der Radius, 
gleich dem Radius oder grofser als der Radius ist, 
je nachdem sie zwei Punkte oder einen Punkt oder 
keinen Punkt mit dem Kreise gemein hat. 

Wenn eine Gerade und ein Kreis einen einzigen Punkt 
gemein haben, so sagt man, sie berühren sich; den ge- 
meinsamen Punkt nennt man Berührungspunkt, die Ge- 
rade heifst Tangente des Kreises. Jede Gerade, die zwei 
Punkte mit einem Ejreise gemein hat, heifst Sekante. 
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3. Die Geraden g und ^ seien senkrecht zueinander. 
P sei ihr Schnittpunkt 

Die Gesamtheit der Punkte der Geraden ^ ist iden- 
tisch mit der Gesamtheit aller Punkte, für welche der Ab- 
stand von der Geraden g durch dieselbe Strecke bestimmt 
wird wie der Abstand von dem Punkte P. Beschreibt 
man daher um einen Punkt Q von g^ einen Kreis mit dem 
Kadius QP, so ist g eine Tangente des Kreises; wird da- 
gegen um einen Punkt i2 auTserhalb g^ ein Kreis mit dem 
Radius BP beschrieben, so ist g eine Sekante. Somit er- 
giebt sich der Satz: 

Der OTt für die Mittelpunkte aller Kreise, die 
eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte 
berühren, ist das Lot zu der gegebenen Geraden in 
dem gegebenen Punkte. 

4. Die Gesamtheit der Mittelpunkte aller Kreise vom 
Badius r, die eine gegebene Gerade berühren, ist identisch 
mit der Gesamtheit aller Punkte, die von der gegebenen 
Geraden den Abstand r haben, also folgt: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von 
gegebenem Badius r, die eine gegebene Gerade be- 
rühren, besteht aus den beiden Parallelen zu der 
gegebenen Geraden im Abstände r. 

5. Die Gesamtheit der Punkte auf der Achse eines Streifens 
ist identisch mit der Gesamtheit aller Punkte, die von 
den Sandern mn die halbe Streifenbreite entfernt sind. 
Somit erhalten wir den Satz: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, die 
zwei gegebene Parallelen berühren, ist die Achse 
ihres Streifens. Der Durchmesser jedes Berüh- 
rungskreises ist gleich der Streifenbreite. 

6. Die Gesamtheit der Mittelpunkte aller Kreise, die 
zwei sich schneidende Gerade berühren, ist identisch mit 
der Gesamtheit aller Punkte, die von den gegebenen Geraden 
gleiche Abstände haben. Es ergiebt sich daher: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, die 
zwei gegebene Gerade berühren, besteht aus den 
beiden Halbierungslinien ihrer Winkel. 

7. Sei g eine Gerade, die den Ejreis M nicht schneidet 
(Fig. 64), / die Parallele zu g durch M, AB der zu g senk- 
rechte Durchmesser, Ä^B^ eine za AB parallele Sehne, Jf' 

Pflieger, Blementare PUmlinetrie. 8 
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der Schnittpunkt von AB* und g\ Der Durchmesser JOf 
ist sowohl für den Ereis M als auch für die Grerade Ä S 
eine Achse^ folglich auch für die Punkte Ä und B' ; mithin 
J! I£ = JB'JT. Da der Durchmesser die grofste Sehne ist, 

AB AB 

so ist femer AB < AB, folglich auch — ^ — < — ^ — oder 

ÄM<AM rmd BM<BM. Nun ist aber F JT = PJlf, 
also: PM" — A']ir> PM — AM oder A'P>AP. 
Andererseits aber auch: PM' + MB' <PM+ MB oder 
BP <BR 

Von den Endpunkten des zu g senkrechten Durch- 
messers hat demnach der 
eine unter allen Punkten 
derEjreislinie den kleinsten 
Abstand von g, der andere 
den gröfsten. Wir be- 
zeichnen diese Abstände 
als den kleinen und den 
grofsen Abstand der Ge- 
raden und des Kreises. 
Für jede Gerade, die den 
Kreis nicht schneidet, ist 
die Diflferenz zwischen dem 
grofsen und dem kleinen 
Abstände gleich dem 
Durchmesser. 

Wenn die Grerade g 
den Kreis schneidet, so 
ergiebt sich bei Anwendung der vorigen Bezeichnimgen 
A'P<AP und BP <BR Die Endpunkte des zu g 
senkrechten Durchmessers sind also auf jedem der durch g 
bestimmten Bogen diejenigen Kreispunkte, die von der 
Geraden g den gröfsten Abstand haben. Die Abstände 
dieser Kreispunkte von der Geraden g sollen wieder der 
grofse und der kleine Abstand der Geraden und des Ejreises 
heifsen. Für jede Sekante des Kreises ist also die Summe 
ihres grofsen und ihres kleinen Kreisabstandes gleich dem 
Durchmesser. 

Wenn eine Gerade und ein Kreis sich nicht schneiden, 
so ist der Mittelpunktsabstand der Geraden um den Ba- 
dius gröfser als der kleine Kreisabstand, aber um den 




Fig. 64. 
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Radius kleiner als der grofse. Schneidet eine Gerade den 
Kreis^ so ist ihr Mittelpunktsabstand um den kleinen Kreis- 
abstand kleiner als der Badius und wieder um den Radius 
kleiner als der grofse Kreisabstand. 

Bezeichnet man mit a den Abstand eines Kreises und 
einer Geraden^ mit d den Mittelpunktsabstand der Geraden^ 
mit r den Radius^ so besteht zwischen diesen drei Strecken 
eine der drei folgenden Beziehungen: entweder d^=^a-{-r, 
oder d=r — a, oder d=a — r. Die zweite setzt voraus^ 
dafs r>>a, die dritte, dafs r<^a ist. Die Gesamtheit der 
Mittelpunkte deijenigen Kreise vom Radius r, die von 
einer gegebenen Geraden den Abstand a haben, ist somit 
identisch mit der Gesamtheit aller Punkte, die von der 
gegebenen Geraden den Abstand a + r, oder einen der 
beiden Abstände r — a oder a — r haben, je nachdem r>a 
oder a>>r ist Somit ergiebt sich der Satz: 

Der Ort für die Mittelpunkte derjenigen Kreise 
von gegebenem Radius r, die von einer gegebenen 
Geraden den gegebenen Abstand a haben, besteht 
aus den Parallelen zu der gegebenen Geraden im 
Abstände a + r und in einem der Abstände a — r 
oder r — a, je nachdem der gegebene Abstand 
gröfser oder kleiner als der gegebene Radius ist. 

Wenn der gegebene Radius und der gegebene Abstand 
gleich sind, so fallt das zweite Paar von Parallelen mit 
der gegebenen Geraden zusammen. 

8. Sei P ein Punkt auf einer der vier Geraden, welche 
die durch eine Quergerade bestimmten StreiEenwinkel 
halbieren (Fig. 62). 

Wenn [man von P auf die Quergerade und auf die 
Streifenachse Lote fällt und mit jedem Lote als Radius den 
Kreis um P beschreibt, so wird durch den einen Kreis die 
Quergerade, durch den andern die Streifenachse berührt Für 
den erstem Kreis ist der Kreisabstand der Achse, für den 
zweiten der Kreisabstand der Quergeraden gleich der halben 
Streifenbreite, und zwar handelt es sich um den grofsen 
oder um den kleinen Kreisabstand, je nachdem P auf den . 
Seiten des Rechtecks liegt, welches durch die Halbierungs- 
lüden der Streifenwinkel bestimmt wird, oder auf den Ver- 
langerungen der Seiten. Somit ergiebt sich: 

8* 
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Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise^ 
welche eine von zwei gegebenen Geraden berühren 
und von der andern einen gegebenen Abstand a 
haben^ besteht aus vier Geraden^ die ein Kechteck 
bestimmen. Die Ecken des Rechtecks liegen auf 
den gegebenen Geraden^ und jede derselben hat 
von derjenigen gegebenen Geraden^ auf der sie nicht 
liegt^ den Abstand a. 

Übungen zu § 26. 

1. In einem gegebenen Punkte einer Kreislinie 
die Tangente zu ziehen. Warum giebt es nur eine 
einzige? 

2. An einen gegebenen Kreis Tangenten zu 
ziehen^ die zu einer gegebenen Geraden parallel 
sind. Wieviel Lösungen? 

3. An einen gegebenen Kreis Tangenten zu ziehen^ 
1) die eine gegebene Gerade unter einem gegebenen Winkel 
schneiden 9 2) die auf einer gegebenen Geraden senkrecht 
stehen. Wieviel Lösungen in jedem Falle? 

4. Von einem Kreise kennt man den Mittelpimkt und 
eine Tangente: den Radius und den Berührungspunkt zu 
finden. 

5. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu zeichnen^ 
der eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte be- 
rührt. Wieviel Lösungen? 

6. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene Pa- 
rallelen berührt, die eine in einem gegebenen Punkte. Wie- 
viel Lösungen? 

7. Einen Kreis zu zeichnen, der die Rander eines 
gegebenen Streifens berührt und durch einen gegebenen 
Punkt geht. Wieviel Lösungen? 

8. Einen Kreis zu zeichnen, der durch einen gegebenen 
Punkt geht und eine gegebene Gerade in einem gegebenen 
Punkte berührt Wieviel Lösungen? 

9. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu zeichnen, der 
durch einen gegebenen Punkt geht imd eine gegebene Ge- 
rade berührt. Wieviel Lösimgen? 

10. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu zeichnen^ 
der eine gegebene Gerade berührt (der durch einen ge- 
gebenen Punkt geht), und für dessen Mittelpunkt die Summe 
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oder die Differenz der Abetande von zwei andern gegebenen 
Geraden einer gegebenen Strecke gleich ist. Wieviel Losungen 
höchstens? 

11. Einen Kreis zu zeichnen^ der zwei gegebene Gerade 
berührt, die eine in einem gegebenen Punkte. Wieviel 
Lösungen? 

12. Mit gegebenem Badius einen Kreis zu zeichnen, 
der zwei gegebene Gerade berührt. Wieviel Lösungen? 
Ist die Abgabe möglich, wenn die gegebenen Geraden 
parallel sind? 

13. Einen Elreis zu zeichnen, der die Bander eines 
gegebenen Streifens imd eine gegebene Querstrecke be- 
rührt Wieviel Lösungen? 

14. Eine Gerade zu zeichnen, die zu einer gegebenen 
Geraden parallel ist und von einem gegebenen Kreise einen 
gegebenen Abstand hat. Wieviel Lösungen? 

15. Mit gegebenem Sadius einen Kreis zu zeichnen, 
der von einer gegebenen Geraden einen gegebenen Abstand 
hat und durch einen gegebenen Punkt geht Wieviel Lö- 
sungen höchstens? 

16. Welches ist die Gesamtheit aller Geraden, die von 
einem gegebenen Kreise einen gegebenen Abstand haben? 

17. Einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene Gerade 
in einem gegebenen Punkte berührt und von einer zweiten 
gegebenen Geraden den Abstand a hat. Wieviel Lösungen? 

18. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu zeichnen, 
der eine gegebene Gerade berührt und von einer zweiten 
gegebenen Geraden den Abstand a hat. 

19. Welches ist der Ort für die Mittelpunkte der- 
jenigen Kreise, die von der einen von zwei gegebenen 
Geraden den Abstand a und von der andern den Abstand 
h haben? Welche Fälle sind für die Abstände zu unter- 
scheiden? 

20. Welches ist der Ort für die Mittelpunkte deijenigen 
Kreise, die von zwei gegebenen Geraden denselben Abstand 
a haben? 

21. Wenn ein Punkt mit den Endpunkten einer Strecke 
solche Abschnitte begrenzt, dafs der p^ Teil des einen 
gleich dem q^^ Teile des andern ist, so ist für jede Gre- 
rade, die durch den Punkt geht, auch der p^ Teil ihres 
Abstandes von dem einen Endpunkte der Strecke gleich 
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dem ^ Teile ihres Abstandes von dem andern. (Mit 
Hilfe von kongruenten Streifen zu beweisen. Siehe § 22, 
Übung No. 18. 

22. Eine Gerade so zu ziehen, dafs der 3. Teil ihres 
Abstandes von einem von zwei gegebenen Punkten gleich 
dem 5. Teile ihres Abstandes von dem andern ist, und 
die Gerade aufserdem entweder durch einen gegebenen 
Punkt geht oder mit einer gegebenen Geraden einen voi> 
geschriebenen Winkel bestimmt 

§ 27. Kreis und Kreis. 

1. P sei ein beliebiger Punkt in der Ebene des Kreises 
M, A und B die Endpunkte des Durchmessers Püf, G ein 
beliebiger Punkt auf dem Kreise. 

Liegt P aufserhalb des Kreises (Fig. 65), so ist die 
gebrochene Linie PCM grölser als PM. Wird jede dieser 
Linien um den Radius vermindert, so ergiebt sich: PC> PA. 





Fig. 65. Fig. 66. 

Wenn P innerhalb des Kreises liegt (Fig. 66), so ist 
die gebrochene Linie CPM gröfser als der Radius MC, 
also auch gröfser als MA. Subtrahiert man MP von 
jeder dieser Linien, so erhält man: P C^PA. 

In beiden Fällen ist PC kleiner als die gebrochene 
Lmie PMC, also auch: PC<PM+MB oder: PC<PB. 

Wenn man auf demselben Halbkreise wie C den Punkt 
D so annimmt, dafs AD'^AC ist (Fig. 66), so liegen 
bezfiglich der Mittelsenkrechten ME von CD die Punkte P 
und C in der einen, D in der andern Halbebene ; folglidi 
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schneidet PD die Gerade ME. Ist F der Schnittpunkt, 
so ergiebt sich: PD=^FF+FD^PF+F Cy mithin: 

Wenn ein Punkt den Kreis M durchlauft, so hat er 
von einem gegebenen Punkte P der Ebene den kleinsten 
Abstand in dem einen Endpimkte des Durchmessers PjSf, 
den gröfsten in dem andern. Sein Abstand von P wird 
in jeder der durch PJf bestimmten Halbebenen ein einziges 
Mal gleich jeder vorgeschriebenen Strecke, die gröfser als 
sein kleinster und kleiner als sein gröfster Abstand von P 
angenommen wird. 

Wird um den aufserhalb des Kreises M liegenden 
Punkt P ein Kreis beschrieben (Fig. 65), dessen Radius 
kleiner als PJL oder gröfser als PjB ist, so liegt auf einem 
solchen Kreise kein einziger Punkt der Kreislinie M. Ist 
der Badius des Kreises P gleich PA oder gleich PB, so 
ist im ersten Falle A, im zweiten B der einzige Punkt von 
Jfef, der . auch dem Kreise P angehört. Wird der ßadius 
des Kreises P gröfser als P-4., aber kleiner als PB ge- 
wählt, so giebt es auf M zwei Punkte, die beiden Kreisen 
gemeinschaj^ch sind. 

Bezeichnet man den Eadius des Kreises M mit r, den 
des Kreises P mit q und den Abstand der Mittelpunkte, 
die Centrale, mit c, so lassen sich die besprochenen 
Fälle folgendermafsen unterscheiden: 

1. Q<ic — r oder Q'^c + r^ 2. q^c — r oder ^ = c + r, 
3. ^>c — r, aber Q^C^c-^-r oder auch c — r<^Q<ic + r. 

Diese Beziehungen können durch die folgenden ersetzt 
werden: 

1. Q + r<ic oder q — r>>c, 2. ^ + r = c oder q — r = c. 

Das Ergebnis der vorigen Betrachtungen kann in 
folgendem Satze ausgesprochen werden: 

Zwei Kreise haben keinen Punkt gemein, wenn 
die Summe ihrer Radien kleiner, oder die Differenz 
ihrer Radien gröfser als die Centrale ist; sie haben 
einen einzigen Punkt gemein, wenn die Summe oder 
die Differenz ihrer Radien gleich der Centrale ist; 
sie haben zwei Punkte gemein, wenn die Summe 
der Radien gröfser, aber die Differenz kleiner ist 
als die Centrale. 
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Von zwei E[reisen> die einen einzigen Punkt gemein 
haben^ sagt man^ sie berühren sich; ihr gemeinschaftlicher 
Ponkt heifst Berührungspunkt. Wenn zwei Kreise sich 
schneiden, so nemit man die Verbindmigslinie ihrer Schnitt- 
punkte die gemeinschaftliche Sehne beider E^reise. 

Aus der Ableitung des vorigen Satzes eigiebt sich, 
dafs von zwei sich nicht schneidenden oder zwei sich be- 
rührenden Kreisen der eine den andern einschliefsen 
oder jeder den andern ausschliefsen mufs. Der erste 
Fall tritt ein, wenn die Bedingung für die Summe der 
Badien, der zweite, wenn die Bedingung för die Differenz 
der Badien erfüllt ist. 

2. Wenn zwei Kreise gegeben sind, so mufs für die 
Summe und die Differenz ihrer Badien eine der folgenden 
Annahmen Geltung haben: 1. Q + r<Cc und gleichzeitig: 
Q — r<^Cf 2. Q + T'^c und gleichzeitig: q — r<;c, 3. ^ + r>c 
und gleichzeitig: q — r<;c, 4. Q + r^c und gleichzeitig: 
Q — r=^Cy b. Q + r'^c und gleichzeitig: q — r >c. In den 
beiden ersten Fällen kann die Bedingung für q — r, in den 
beiden letzten Fallen die Bedingung für ^ + r als selbst- 
verständlich weggelassen werden, so dafs folgende Fälle 
zu unterscheiden sind: 1. Q + r<Cc, 2. ^+r=c, 3. g + r'^e 
und gleichzeitig: q — r<Cc, 4. q — r=-c, 6. g — r>c. 

Geht man von zwei sich nicht schneidenden Kreisen 
aus, so stehen von allen Annahmen, die man über die Summe, 
beziehungsweise die Differenz, ihrer Badien machen kann, 
nur zwei mit dem vorhin bewiesenen Satze im Einklang, 
dafs nämlich die Summe der Badien kleiner, oder die 
Differenz der Badien gröfser als die Centrale ist. 

Geht man von zwei sich berührenden Kreisen aus, 
oder von Kreisen, die sich schneiden, so gelangt man durch 
Betrachtungen, die der vorigen ähnUch sind, zu dem voU- 
standigen Beweise des Satzes: 

Wenn zwei Kreise keinen Punkt gemein haben, 
so ist entweder die Summe ihrer Badien kleiner, 
oder die Differenz grofser als die Centrale; be- 
rühren sie sich, so ist entweder die Summe oder 
die Differenz der Badien der Centrale gleich; haben 
sie zwei Punkte gemein, so ist die Summe der Ba- 
dien grofser, aber die Differenz kleiner als die 
Centrale. 
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Die Centrale bestimmt eine Gerade^ die für jeden Kreis 
ein Ikirchmesser ist und selbst auch Centrale heÜst. Sie ist 
die Achse der durch die Elreise gebildeten symmetrischen 
Figur. Der Berührungspunkt zweier £[reise ist daher ein 
Punkt der Centrale^ die Schnittpunkte von zwei Kreisen 
Uegen zur Centrale symmetrisch. 

3. Die Gresamtheit der Mittelpunkte aller Kreise von 
gegebenem Badius q, die einen gegebenen Kreis vom Ea- 
dius r berühren^ ist identisch mit der Gesamtheit aller 
Punkte^ die vom Mittelpunkte des gegebenen Elreises den 
Abstand r + g, oder einen der Abstände r — q oder q — r 
haben^ je nachdem r>^ oder ^>r ist. Somit ergiebt sich 
der Satz: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von 
gegebenem Badius^ die einen gegebenen Kreis be- 
rühren^ besteht aus zwei Kreisen^ die mit dem ge- 
gebenen konzentrisch sind^ und deren Radien gleich 
der Summe^ beziehungsweise gleich der Differenz 
der gegebenen Radien sind. 

4. Durch jeden Punkt P der Ebene geht ein Durch- 
messer des Kreises Jf. Die Abstände des Punktes P von 
den Endpunkten dieses Durchmessers heifsen der kleine 
und der grofse Abstand des Punktes P und des Kreises M. 

Bezeichnet man den Sadius des Ejreises M mit r, den 
Mittelpunktsabstand des gegebenen Punktes P mit d und 
seinen Kreisabstand mit a, so besteht zwischen diesen drei 
Gröfsen eine der drei folgenden Beziehungen: entweder 
d^a + r, oder d=^r — a, oder d =* a — r, je nachdem der 
Punkt aufserhalb oder innerhalb des Kreises gedacht ist^ 
und sein kleiner oder sein grofser Kreisabstand betrachtet 
wird. Die Gesamtheit aller Punkte, die von einem ge- 
gebenen Kreise den Abstand a haben, ist somit identisch 
mit der Gesamtheit aller Punkte, die von dem Mittelpunkte 
des gegebenen Kreises den Abstand a + r oder einen der 
Abstände a — r oder r — a haben, je nachdem a'^r 
oder r>>a ist. Somit erhalten wir den Satz: 

Der Ort für alle Punkte, die von einem ge- 
gebenen Kreise vom Badius r den Abstand a 
haben, besteht aus zwei Kreisen, die mit dem ge- 
gebenen konzentrisch sind. Ihre Badien unter- 
scheiden sich um den gegebenen Abstand von dem 
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gegebenen Radius^ oder um den gegebenen Kadins 
von dem gegebenen Abstände^ je nachdem r>>(K 
oder r<ia ist. 

Ist der gegebene Badius dem gegebenen Abstände 
gleich^ so tritt an Stelle des einen ILreises der Mittelpunkt 
des gegebenen. 

Übungen zu § 27. 

1. Um einen gegebenen Punkt zwei konzentrische 
Ejeise zu beschreiben^ die einen gegebenen Kreis berühren. 
Welche Beziehung haben der gegebene Ejreis und jeder 
der gesuchten zu der Geraden^ die in dem Berührungspunkte 
auf der Centrale senkrecht steht? 

2. Um jeden von zwei gegebenen Punkten je einen 
Kreis zu beschreiben, wenn die Summe der Radien beider 
Kreise gleich a, und die Differenz gleich & ist. In welcher 
Bmehung müssen die gegebenen Strecken a nnd 6 zum 
Abstände der gegebenen Punkte stehen, damit die gesuchten 
Bereise sich berühren? 

3. Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, 
die einen gegebenen in einem gegebenen Punkte 
berühren, ist der durch jenen Punkt bestimmte 
Durchmesser. 

4. Einen Kreis zu zeichnen, der einen gegebenen 
£[reis in einem gegebenen Punkte berührt imd durch einen 
gegebenen Punkt geht. Wieviel Lösungen? Bei welcher 
I^e des gegebenen Punktes hat die Aufgabe keine Losung? 

5. Mit gegebenem Sadius q einen Kreis zu zeichnen, 
der durch einen gegebenen Punkt geht und einen gegebenen. 
Elreis vom Sadius r berührt Bei welchem Mittelpunkts- 
abstande des gegebenen Punktes hat die Aufgabe keine 
Lösung? 

6. Mit gegebenem Sadius q einen Kreis zu zeichnen, 
der einen gegebenen Elreis und eine gegebene Gerade be- 
rührt. Wieviel solcher E^reise giebt es höchstens? Wie- 
viel Kreise giebt es, wenn die gegebene Gerade ein Durch- 
messer des gegebenen Elreises, imd der Sadius des gesuch- 
ten Elreises gleich der Hälfte des Sadius des gege- 
benen ist? 

7. Wenn ein Kreis K einen gegebenen Elreis M und 
eine gegebene Gerade g berührt, von welcher Geraden hat 
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der Punkt K einen ebenso grofsen Abstand wie von dem 
Mittelpunkte des Kreises üf? Beide Falle der Berührung 
sind zu berücksichtigen. 

8. Einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene Gerade 
in einem gegebenen Punkte und einen gegebenen Elreis be- 
rührt (Der Mittelpunkt des gesuchten Kreises hat gleiche 
Abstände von dem Mittelpunkte des gegebenen und einem 
Punkte auf der Senkrechten zu der gegebenen Geraden in 
dem gegebenen Punkte). 

9. Mit gegebenem Badius einen Kreis zu zeichnen, 
der zwei gegebene Kreise berührt Wieviel Losungen giebt 
es höchstens? Welches ist die Bedingung dafür, dafs es 
zwei Kreise giebt, die die gegebenen ausschließend be- 
rühren? 

10. Welches ist der Ort ffir die Mittelpunkte aller 
Kreise, die zwei gegebene gleiche Ejreise gleichartig be- 
rühren? Bei welcher Lage der gegebenen Kreise ist der 
gesuchte Ort ohne Hilfslinie konstruierbar? 

11. Einen Kreis zu zeichnen, der drei gegebene gleiche 
Ej*eise gleichartig berührt Wieviel solcher Kreise giebt es? 

12. Welches ist der Ort für die Mittelpunkte aller 
Kreise, die zwei gegebene konzentrische Kreise berühren? 
Wie grofs ist der Badius jedes Berührungskreises für jeden 
Fall der Berührung? 

13. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene kon- 
zentrische Kreise berührt, den einen in einem gegebenen 
Punkte. 

14. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene kon- 
zentrische Kreise berührt und durch einen gegebenen Punkt 
geht Welcher Bedingung mufs der Mittelpimktsabstand 
des gegebenen Punktes genügen, damit die Aufgabe mög- 
lich sei? 

15. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene Kreise 
gleichartig berührt, den einen in einem ^gebenen Punkte. 
Wann hat die Aufgabe keine Lösung? (Ähnlich wie No. 8). 

16. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene 
Kreise ungleichartig berührt, den einen in einem gegebenen 
Punkte. Wann hat die Au^be keine Lösung? 

17. Auf einer gegebenen Geraden Punkte zu finden, 
die von einem gegebenen Kreise den Abstand a haben. 
Wie grofs ist die Anzahl dieser Punkte, wenn die ge- 
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gebene Grerade den gegebenen Kreis berührt, und der ge- 
gebene Abstand kleiner als der Radius des gegebenen 
Kreises ist? 

18. Punkte zu finden, die von jedem von zwei ge- 
gebenen Kreisen den Abstand a haben. Wieviel solcher 
Punkte giebt es höchstens? 

19. In welchen Streifenecken sind je zwei Gegenecken 
Mittelpunkte von Kreisen, die sich auf einer Diagonale 
berühren? 

20. In ein Quadrat vier gleiche Kreise so zu zeichnen, 
dafs jeder von ihnen zwei Seiten und zwei der drei übrigen 
Kreise berührt (Die Mittelpunkte bestimmen ein Quadrat, 
dessen Seite gleich der Hälfte der Seite des gegebenen ist). 

§ 28. Tangenten und gemeinschaftliche Tangenten. 

1. Sei r der Badius des Kreises Jf, P ein beliebiger 
Punkt der Ebene. 

Unter allen Geraden, die durch P gehen, giebt es eine 
einzige, deren Mittelpunktsabstand gleich PM ist, nämlich 
das in P auf PM errichtete Lot; für alle übrigen Geraden 
durch P ist der Mittelpunktsabstand kleiner als PM. 
Je nachdem P innerhalb des Kreises M oder auf dem 

Kreise liegt, geht also durch 
P keine oder eine einzige 
Gerade, deren Mittelpunkts- 
abstand gleich dem Badius 
ist, also keine oder eine ein- 
zige Tangente des Elreises. 
Liegt P aulserhalb des 
Kreises Jf , so ist PM >> r. 
Es erscheint daher möglich, 
dafs durch P Gerade gehen, 
die vom Mittelpunkte den 
Abstand r haben, die also 
den Kreis berühren. Sei PA 
eine solche Gerade (Fig. 67), 
MÄ ihr Mittelpunktsabstand, 
also A ihr Berührungspunkt, 
Fig^ 67 Ml der symmetrische Punkt 

zu M bezüglich PA. Sofort 
ergiebt sich, dafs PM^ =» PM, und MM^ gleich dem Durch- 
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messer des gegebenen Kreises ist. Folglich sind zwei Orte 
für M^ bestimmt: der Kreis um P mit dem Radios PJf und 
der Kreis um Jf mit dem Durchmesser des gegebenen Kreises 
als Radius. PM, die Centrale dieser beiden Kreise ^ ist 
stets kleiner als die Summe der Radien^ aber auch stets 
gröfser als ihre Differenz 2 r — PMy bezw. PM — 2 r; folg- 
lich schneiden sich beide Kreise in zwei Punkten. Die 
Verbindungslinien dieser Schnittpunkte mit dem Punkte M 
schneiden auf dem gegebenen Kreise die Berührungspunkte 
der durch P gehenden Tangenten ans. Es folgt also: 

Je nachdem ein Punkt aufserhalb des Kreises^ 
auf dem Kreise oder innerhalb des Kreises liegt, 
gehen durch ihn zwei Tangenten oder eine einzige 
oder keine. 

2. Eine zweite Konstruktion der Tangenten, die durch 
P an den Kreis M gezogen werden können, eigiebt sich 
aus folgender Überlegung. 

Ist A der Berührungspunkt der Tangente PA (Fig. 68), 





Flg. 68. 



Flg. 69. 



SO steht MA auf PA senkrecht. Die Mittelsenkrechte von 
PA ist daher die Achse des Streifens, der durch MA imd 
die ParaQele zu MA durch P bestimmt wird; ihr Schnitt- 
punkt mit PM hat also gleiche Abstände von Ay Pund M, 
Die Berührungspunkte der durch P gehenden Tangenten 
liegen daher auf einem Kreise, der den Mittelpunktsabstand 
des Punktes P zum Durchmesser hat. 
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3. Der Mittelpunkt M des Ejreises hat von den beiden 
durch P gehenden Tangenten gleiche Abstände^ folglich ist 
die Gerade PM sowohl für den Kreis als auch für den 
Winkel der beiden Tangenten eine Achse. Die beiden 
Berührungspunkte hegen daher symmetrisch bezügUch FM 
(Fig. 69). Wenn man nun die Verbiudungslinie der Be- 
rührungspunkte zweier Tangenten als die zu ihnen gehörige 
Berührungsehne bezeichnet, so kann der Satz aus- 
gesprochen werden: 

Der Durchmesser durch den Schnittpunkt zweier 
Tangenten desselben Kreises halbiert ihren Winkel 
und ist die Mittelsenkrechte ihre Berührungsehne. 

Den Abstand eines Punktes der Ebene von dem Be- 
rührungspunkte einer durch ihn gehenden Tangente nennt 
man £e Länge der zu dem Punkte gehörigen Tangente. 
So ergiebt sich weiter: 

Tangenten, die von demselben Punkte aus an 
denselben Kreis gehen, sind gleich. 

4. Es seien PiA^ und Pj-^ zwei Tangenten an den 
Kreis M (Pig. 70). 

Denkt man sich die Ebene doppelt gelegt, imd die 
Figur durchgepaust, so kann durch Drehimg der einen 
Ebene um M der Punkt A^ mit A^ zur Deckung gebracht 
-^ jp j> werden. Dann decken sich 

^ "^ ^ *-♦ auch die Geraden A^ Pg und 

Ai Pi, da es in jedem Punkte 
der Kreislinie nur eine einzige 
Tangente giebt. Die in § 26, 1 
angesteUte Betrachtung lehrt 
nun: je nachdem P^ A^^P^Aj^ 
oder Pi A^=^ P^A^ oder P^ A^ 
< Pg -lg ist, ist auch P^ Jf" >> 
Pj M oder Pj Jf = P, M oder 
Py^M<P^M. Die Gesamt- 
heit der Punkte, von denen 
** * aus an den Elreis Jf Tangenten 

gezogen werden können, die den durch P^ gehenden Tangenten 
gleich sind, ist daher identisch mit der Gesamtheit aller 
Punkte, deren Mittelpunktsabstande gleich dem des Punktes JP^ 
sind. Auf jeder beliebigen Tangente eiues Ejreises kann aber 
ein Punkt P^ gefunden werden, von dem aus Tangenten 
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von vorgeschriebener Lange gezogen werden können. Somit 
erhalten wir den Satz: 

Der Ort für alle Punkte, von denen aus Tan- 
genten von gegebener Länge an einen gegebenen 
Kreis gelegt werden können, ist ein zu demgegebenen 
konzentrischer Kreis. Sein Radius ist die Dia- 
gonale eines Kechtecks, dessen Seiten der gegebenen 
Tangentenlänge und dem Radius des gegebenen 
Kreises beziehungsweise gleich sind. 

5. Wenn man zu der Tangente PA des Elreises Jf vom 
Eadius q die beiden Parallelen im Abstände r zieht, der 
kleiner als q vorausgesetzt wird (Fig. 71), so berührt jede 
dieser Parallelen den Ereis um P mit dem Radius r. Die 




Fig. 71. 

eiae hat mm von dem Punkte M den Abstand ^i = ^ + ^, 
die andere den Abstand ^2 == ö — *"• *^^^^ wird also auch 
durch den Kreis um M mit dem Radius r^, diese durch 
den Kreis um M mit dem Radius r^ berührt. Jede der 
beiden Parallelen erscheint somit als gemeinschaftliche Tan- 
gente von zwei Bereisen. Bezüglich der einen liegen beide 
Kreise in derselben Halbebene, bezüglich der andern in ver- 
schiedenen; die erstere heifst deswegen äufsere, die zweite 
innere Tangente der beiden Kreise. 

Die Figur kann auch hergestellt werden, wenn man von 
dem Kreise P mit dem Ra(Uus r und dem Kjpeise M mit 
dem Radius r^, beziehungsweise dem Kreise M mit dem 
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Badius r,, ausgeht Man gelangt zn der Lösung der Auf- 
gabe: von zwei Kreisei;! die gemeinschaftlichen Tangenten 
zu zeichnen. 

Im erstem Falle beschreibe man um My den Mittelpunkt 
des grofsem Kreises^ den Ereis mit dem Badius ^ =» r^ — r. 
Ist nun PJf >ri — r, d, h. giebt es auf jedem der gegebenen 
Kreise Punkte^ die aufserhalb des andern liegen, so kann 
man durch P zwei Tangenten an den Kreis um M mit 
dem Radius q ziehen. Wenn A der Berührungspunkt einer 
solchen Tangente, und C der Schnittpunkt der Geraden 
MA und des gegebenen Kreises M ist, so ist die Parallele 
durch G zu PA eine gemeinschaftliche äufsere Tangente 
der gegebenen Kreise. Der Berührungspunkt der zweiten 
Tangente durch P an den Kreis um M mit dem Badius q 
ermöglicht die Konstruktion einer zweiten gemeinschaft- 
lichen äufsem Tangente der Kreise P und Jf. 

Ist P Jfi = r^ — Ty so berühren sich die gegebenen 
Kreise einschliersend, und man sieht von vornherein, da£s 
das Lot zur Centrale im gemeinschaftlichen Berührungs- 
punkte der Elreise ihre einzige gemeinschaftliche Tangente ist. 

Im zweiten Falle beschreibe man um M den Kreis 
mit dem Badius Q^^^r^+r. Wenn nun P Jf > r, + r, d. h. 
wenn jeder Punkt jedes der gegebenen Kreise aufserhalb 
des andern liegt, so gehen durch P zwei Tangenten an 
den Bereis um M mit dem Badius q. Ist A der Berührungs- 
punkt der einen, und D der Schnittpimkt des gegebenen 
Kreises M und der Geraden MAy so ist die Parallele 
zu PA durch D eine gemeinschaftliche innere Tangente 
der gegebenen Eieise. Die zweite Tangente, die durch P 
an den Elreis M mit dem Badius q gelegt werden kann, 
liefert eine zweite gemeinschaftliche innere Tangente. 

Ist PM= r^ + r, so berühren sich die gegebenen Kreise 
ausschliefsend, und es giebt nur eine eüizige gemeinschaft- 
liche innere Tangente, nämlich das Lot zur Centrale im 
Berührungspunkte der beiden Elreise. Es ergiebt sich also 
der Satz: 

Zwei Kreise haben vier oder drei oder zwei 
oder eine oder keine gemeinschaftliche Tangente, 
je nachdem sie sich ausschliefsen, ohne sich zu 
berühren, oder sich ausschliefsend berühren oder 
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sich schneiden oder sich einschliessend berühren, 
oder der eine den andern einschliefst^ ohne diesen 
zu berühren. 

Übungen zu § 28. 

1. Gegeben der Mittelpunkt eines nicht gezeichneten 
Kreises und eine Tangente. Mit Hilfe von zwei Kreisen 
den Durchmesser zu bestimmen. 

2. Welches ist der Ort für alle Punkte, die zu dem 
Mittelpunkte eines gegebenen Kreises bezüglich je einer 
Tangente desselben symmetrisch liegen? 

3. Welches ist der Ort für die Berührungspunkte aller 
Tangenten, die von einem gegebenen Punkte P aus an alle 
konzentrischen Kreise um den gegebenen Punkt M gezogen 
werden können? (Siehe die zweite Tangentenkonstruktion.) 

4. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu ziehen, 
die von einem zweiten gegebenen Punkte einen gegebenen 
Abstand hat. 

5. Durch einen gegebenen Punkt zwei Gerade zu ziehen, 
von denen die eine von einem zweiten gegebenen Punkte 
einen gegebenen Abstand a, die andere einen doppelt so 
grofsen oder dreimal so grofsen Abstand hat. Unter welchen 
Bedingungen sind diese Aufgaben unmöglich, und wieviel 
Lösungen hat jede im allgemeinen? 

6. Unter allen Tangenten, die von den Punkten einer 
Geraden aus an einen gegebenen Kreis gelegt werden können, 
ist diejenige die kleinste, die von dem Fufspunkte des zu 
der Geraden senkrechten Durchmessers ausgeht. (Siehe Nr. 4 
des vorstehenden Paragraphen.) 

7. Gegeben ein Kreis M und ein Paar paralleler 
Tangenten. Jede dritte Tangente schneidet die gegebenen 
so, dafs die Durchmesser nach den Schnittpunkten auf- 
einander senkrecht stehen. 

8. Ein Quadrat zu zeichnen, dessen Seiten einen ge- 
gebenen Kreis berühren, und von dem eine Seite durch 
einen gegebenen Punkt geht. Warum giebt es zwei solche 
Quadrate? 

9. Auf einer gegebenen Geraden einen Punkt zu 
bestimmen, von dem aus an einen gegebenen Kreis eine 
Tangente von der Lange a gezogen werden kann. Wann 
hat die Aufgabe keine Lösung? 

Pfl leger, Blementare Planimetrie. 9 
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10. Um einen gegebenen Punkt M einen Kreis zu 
beschreiben^ an den von einem gegebenen Punkte P aus 
Tangenten von der Länge a gelegt werden können. 

11. Gegeben zwei Punkte P imd K. Um K einen 
Kreis so zu beschreiben, dais der Winkel der von P aus 
gezogenen Tangenten einem gegebenen Winkel gleich ist. 

12. Welches ist der Ort für alle Punkte, von denen 
aus an zwei gegebene gleiche Kreise gleiche Tangenten ge- 
zogen werden können? 

■ 

13. Einen Punkt zu finden^ von dem aus an drei ge- 
gebene gleiche Kreise gleiche Tangenten gelegt werden 
können. Wieviel solcher Pimkte giebt es, und wann ist 
die Angabe nicht möglich? 

14. Eine Gerade zu zeichnen, die von zwei gegebenen 
Pimkten gleiche Abstände und von einem dritten ge- 
gebenen Punkte den Abstand a hat. 

15. Punkte zu finden, von denen aus an zwei gegebene 
Kreise Tangenten von der Länge a gelegt werden können. 
Wieviel solcher Punkte giebt es höchstens? 

16. Ene Gerade zu zeichnen, die von einem von 
zwei gegebenen Punkten den Absimid a und von dem 
andern den Abstand 6 hat. Wieviel solcher Geraden giebt 
es höchstens? 

17. Zwei gleichartige gemeinschaftliche Tangenten 
zweier Kreise schneiden sich auf der Centrale. (Welches 
ist die Achse der Figur?) 

18. Die Abschnitte, die auf zwei gleichartigen ge- 
meinschaftlichen Tangenten zweier Kreise durch die Be- 
rührungspunkte bestimmt werden, sind gleich. (Wie bei 
No. 17). 

19. Für jedes Paar gleichartiger gemeinschaftlicher Tan- 
genten zweier Kreise sind die Berührungsehnen parallel. 

20. Durch die vier Berührungspunkte von zwei gleich- 
artigen gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise kann 
ein Kreis gelegt werden. (Die vier Berührungspunkte sind 
die Ecken eines Trapezes.) 

21. Ist der Radius des einen von zwei gegebenen 
Kreisen doppelt so grofs wie der Radius des andern, so 
werden die Abschnitte der gemeinschaftlichen äulsem 
Tangenten, die durch die Centrale und den Berührungs- 
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punkt des grölsem Kreises begrenzt werden, durch den 
Berührungspunkt des kleinem halbiert. Wie lautet der 
entsprechende Satz fiir die innem Tangenten? 

§ 29. Sehnen und Sehnenwinkel. 

1. Jeder Durchmesser eines Kreises ist eine Achse 
für den Kreis und für die Gesamtheit der zu ihm senk- 
rechten Sekanten, folglich auch für die Gesamtheit der zu 
ihm senkrechten Sehnen, für die Gesamtheit der Bogen, 
die durch die Endpunkte jeder solcher Sehne bestimmt 
werden, für die Gesamtheit der Sektoren, die zu diesen 
Bogen gehören, und für die Gesamtheit der Winkel, die 
den in Frage stehenden Bogen und Sektoren entsprechen, 
Berücksicht^ man, dass jede Linie einen einzigen Mittel- 
punkt, und jeder Sektor, sowie jeder Winkel, eine einzige 
Halbierungslinie besitzt, so ergeben sich die Sätze: 

Der Ort für die Mittelpunkte paralleler Sehnen 
eines Kreises ist der zu ihnen senkrechte Durch- 
messer. 

Der zu einer Sehne senkrechte Durchmesser, 
der Durchmesser durch den Mittelpunkt der Sehne, 
die Radien nach (Jen Mittelpunkten der Bogen, die 
durch die Endpunkte der Sehne bestimmt werden, 
die Halbierungslinien der zu diesen Bogen ge- 
hörigen Sektoren und die Halbierungslinien der 
ihnen entsprechenden Winkel bilden eine einzige 
Gerade. 

Jede Tangente ist parallel zu den Sehnen, die auf dem 
Durchmesser nach ihrem Be- 
rührungspmikte senkrecht stehen. I 

2. Sind AB und CD zwei pa- i 
rallele Sehnen eines Kreises (Fig. 72), ^^— L^ 
so haben die Bogen AB und CD C/^ 
denselben Mittelpunkt, wenn sie "7^ 

bezüglich des zu ihnen parallelen jj/ 

Durchmessers in derselben Halb- 
ebene liegen; liegen sie bezüglich \ 

dieses Durchmessers in ver- \ 

schiedenen Halbebenen, so sind ^x, ^ 

ihre Mittelpunkte die Endpunkte j^ 

des zu ihnen senkrechten Durch- Fig. 72. 

9 
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messers. In beiden Fallen sind also die Bogen A C 
und BD einander gleich. Somit folgt: 

Bogen eines Kreises^ die zwischen parallelen 
Sehnen liegen, sind gleich. 

Je zwei parallele Sehnen eines Ejreises sind die Grund- 
linien eines Trapezes, die Eigenschaften des Trapezes sind 
daher auf sie übertragbar. 

3. Ein Kreis und zwei parallele Sekanten in gleichen 
Abstanden vom Mittelpunkte bestimmen eine synmietrische 
Figur, deren Achse der zu den Sekanten parallele Durch- 
messer ist (Fig. 73). Die auf den Sekanten liegenden Sehnen 





Fig. 7S. 



Fig. 74. 



sind daher symmetrische Strecken, folglich gleich. Irgend zwei 
andere parallele Sekanten, deren Mittelpunkt^^abstände denen 
der vorigen gleich sind, bilden mit dem Bereise eine neue 
symmetrische Figur, die mit der erstem durch Drehung um 
den Mittelpunkt zur Deckung gebracht werden kann. So- 
mit ergiebt sich der Satz: 

Sehnen eines Kreises, die gleiche Abstände 
vom Mittelpunkte haben, sind gleich. 

4. Es seien CD und E F zwei zu dem Durchmesser 
Ä B parallele Sehnen, die bezüglich AB m derselben Halb- 
ebene liegen (Fig. 74); CD sei die dem Mittelpunkte 
nähere Sehne. 

Der Kreis und die in C und D auf CD errichteten 
Lote bilden eine symmetrische Figur, die AB zur Achse 
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hat. Die SchuittpuDkte jedes Lotes mit dem Kreise liegen 
daher bezüglich AB symmetrisch, und jedes Lot hat in 
der Halbebene C mit dem Kreise einen einzigen Punkt ge- 
mein. Jedes der beiden Lote schneidet somit die Sekante 
EF in. Punkten, die aulserhalb des Kreises liegen; diese 
Schnittpunkte begrenzen also eine Strecke, die grösser als 
EF ist. So ergiebt sich der Satz: 

Von zwei Sehnen eines Kreises ist diejenige 
die grofs^re, die den kleinern Abstand vom Mittel- 
punkte hat. 

5. Sind zwei ungleiche Sehnen eines Kjreises gegeben, 
so steht mit den eben bewiesenen Sätzen nur die Annahme 
im Einklang, dafs die kleinere Sehne den gröfsem Mittel- 
punktsabstand hat. Daraus imd aus einer ähnlichen Be- 
trachtung über gleiche Sehnen Ifolgt: 

Von zwei ungleichen Sehnen eines Kreises hat 
die kleinere den gröfsern Abstand vom Mittel- 
punkte, und gleiche Sehnen eines Kreises haben 
gleiche Mittelpunktsabstände. 

6. Sei AB eine Sehne des Kreises M von vor- 
geschriebener Länge a, CD eine beliebige zweite Sehne. 
Ist CD^ttf so haben CD und AB gleiche Mittelpunkts- 
abstände, und ist CD =^ AB, so haben beide Sehnen ver- 
schiedene Mittelpunktsabstände. Daher ergiebt sich der Satz: 

Die Gesamtheit der Sehnen eines Kreises, die 
einer gegebenen Strecke gleich sind, ist identisch 
mit der Gesamtheit der Tangenten eines Kreises, 
der mit dem gegebenen konzentrisch ist. 

7. Es seien M und K zwei kongruente Kreise, die auf 
der Geraden g die Sehnen AB und CD ausschneiden; 
MP und KQ die Mittel- 
punktsabstände der Ge- 
raden g (Fig. 75). 

Da kongruente Kreise 
stets zur Deckung gebracht 
werden können, so sind 
die Sätze, die zwei Sehnen 
desselben £[reises und ihre 
Mittelpunktsabstände vergleichen, auf zwei Sehnen kon- 
gruenter Kreise imd deren Mittelpimktsabstände übertragbar. 
Aus der Gleichung AB^CD folgt also: MB^KQ, 




Fig. 76. 
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und umgekehrt aus dieser jene. In derselben Beziehung 
stehen die Ungleichungen AB 4= CD und MP ^ KQ zu- 
einander. Somit ergiebt sich: Je nachdem die Sehnen A.B 
und CD gleich oder ungleich sind, ist die Centrale MK 
zu g parallel oder nicht parallel, imd umgekehrt: je nach- 
dem MK und g parallel sind oder nicht, sind die Sehnen 
AB und CD gleich oder imgleich. 

Wird auf einer gegebenen Geraden die Strecke AB 
von vorgeschriebener Länge a abgetragen^ so giebt es zwei 
Punkte der Ebene ^ die von A und B den gegebenen Ab- 
stand Q haben^ folglich auch zwei Kreise vom Radius q, die 

durch A und B gehen, wofern nur q gröfser als — gewählt 

wird. Die vorhergehend^ Betrachtung führt also zu 
dem Satze: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von 
gegebenem Radius, die eine gegebene Gerade unter 
einer gegebenen Sehne schneiden, besteht aus zwei 
Parallelen zu der gegebenen Geraden. 

8. Wird ein Punkt einer Kreislinie mit den End- 
punkten eines Durchmessers verbunden, so bestimmen die 

Verbindungslinien einen Winkel 
im Halbkreis. 

Ist ^ACB ein Winkel 
im Halbkreis (Pig. 76), und sind 
PQ und RS die zu den 
Schenkeln parallelen Durch- 
messer, so ergiebt sich: BR 
+AP^^8+CQ^SQ^PR, 

mithin P^ = ^ AB. Dem 

Centriwinkel PMR, also auch 
I dem Winkel ACB, entspricht 

Fig 7G. somit ein Bogen, der dem vierten 

Teile des Kreises gleich ist; 
folglich ist der Winkel im Halbkreise ein Rechter. (Siehe 
§ 19, Übung Nr. 17.) 

Wird der Punkt C innerhalb des Kreises M mit den End- 
punkten des Durchmessers A B verbunden (Fig. 77), und ist D 
der Schnittpunkt des Kreises mit dem Strahle A C, so ist 
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^CDB + DCB<2R (§21,8) und ^CDB=='R, folg- 
Kch: ^DCB<:R und jCÄCB>R. 

Wird der Punkt C aufser- 
halb des £[reises angenommen^ 
so ergiebt sich in ähnlicher 
Weise, dafs ^ÄCB<R ist. 

Die Gesamtheit der Scheitel 
aller rechten Winkel, deren 
Schenkel durch die festen Punkte 
A und B gehen, ist somit identisch 
mit der Gresamtheit der Punkte der 
Kreislinie, die ^jB zum Durch- 
messer hat. In andern Worten: 

Der Ort für die Scheitel aller rechten Winkel, 
deren Schenkel durch zwei feste Punkte gehen, ist 
der Kreis, dessen Durchmesser der Abstand der 
festen Punkte ist 

9. Zwei Sehnen eines Kreises, die einen Endpunkt 
gemein haben, bestimmen einen Winkel, der Kreiswinkel 
heifst (Fig. 78, ^ Ä CB). Von dem Kreiswinkel sagt man, 
er stehe über dem in ihm liegenden Bogen. Über dem 

Bogen AB stehen unzahlig viele Kreiswinkel; ihre Scheitel 

liegen auf dem Bogen, der AB zu der Kreislinie ergänzt. 



Fig. 77. 





Fig. 78. 



Fig. 79. 



Ein Wiokel, dessen Scheitel Mittelpunkt eines Kreises 
ist, heüst Centriwinkel dieses Kreises. Über dem Bogen 

AB steht ein einziger Centriwinkel, nämlich der ihm ent- 
sprechende. 
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Einen Centriwinkel und die Gesamtheit der Kreiswinkel^ 
die über demselben Bogen stehen^ nennt man zueinander 
gehörig. 

10. AGB sei ein beliebiger Kreiswinkel, PQ und RS 
seien die zu den Schenkeln parallelen Durchmesser. 

Je nachdem der Mittelpunkt des Kreises in der 
Winkelflache liegt (Fig. 78) oder nicht (Fig. 79), ist entweder: 

BR + äP=SC+ CQ^SQ^PRy oder: BR — AP = 

SC— CQ^ SQ ^ fit. Wenn man auf jeder Seite der 

beiden Gleichungen BB + J.P = Pü den Bogen PB addiert, 

so gehen sie in dieselbe Gleichung AB ^2PB oder PB== 

2 AB über. 

liegt M auf dem Schenkel CA (Fig. 80), so fällt PQ 
mit A C zusammen, und man sieht unmittelbar ein, daTs 

BB^S^=A%miÜujiAR^^AB ist. 

In allen Fällen ergiebt sich somit: 

< PMR = ~ AMB, 

^^^' ^acb^Iamb 

In Worten: 

Der Bogen, der einem Kreis- 
winkel entspricht, ist gleich der 
Fig. 80. Hälfte desBogens, über dem er steht. 

Der Kreiswinkel ist gleich der 
Hälfte des zugehörigen Centriwinkels. 

Kreiswinkel, die über demselben Bogen oder 

,C" über gleichen Bogen desselben 
Kreises oder kongruenter Kreise 
stehen, sind gleich. 

Da jeder Centriwinkel kleiner 
als vier Rechte ist, so ist jeder 
Kreiswinkel kleiner als zwei Kechte. 
11. Wird der Punkt C innerhalb 
des Kreises mit den Punkten A und B 
der Kreislinie verbimden (Fig. 81), 
Fig. 81. und ist D der Schnittpunkt des 
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Kreises mit dem Strahle ÄC, so ist (§ 21, 8): < DGB 
+ CDB <2R. Da aber ^BCB + ACB^2R ist, so 
folgt: < ACB> CBB, oder ^ACB> ABB. 

Wird der Punkt C aufserhalb des Kreises angenommen, 
so ergiebt sich wieder: ^ B G'B + C'BB <2R. Aber es 
ist dann: ^ABB+Ü'BB=2R, mithin ^ABB>BG'B 
oder ^ABB> AC'B. 

Sind A und -B zwei gegebene Punkte, und ist a ein 
gegebener Winkel, so kann stets ein Winkel gezeichnet 
werden, der gleich a ist, und dessen Schenkel beziehungs- 
weise durch A und B gehen. Wenn C der Scheitel eines 
solchen Winkels ist, so wird durch Ay B und C ein Kreis 
bestimmt. Die Gesamtheit der Punkte desjenigen Bogens 

ABf der bezüglich der Geraden AB in der Halbebene C 
liegt, ist dann nach den vorigen Ergebnissen für diese Halb- 
ebene identisch mit der Gesamtheit der Scheitel aller Winkel, 
die gleich a sind, und deren Schenkel durch A und B gehen. 

Berücksichtigt man, dafs der Bogen, der zu AB bezüglich AB 
symmetrisch liegt,, dieselbe Eigenschaft besitzt, wie der 

Bogen AB selbst, so ergiebt sich der Satz: 

Der Ort für die Scheitel aller Winkel, die 
einem gegebenen Winkel gleich sind, und deren 
Schenkel durch je einen von zwei gegebenen 
Punkten gehen, besteht aus zwei Kreisbogen, die 
durch die gegebenen Punkte begrenztwerden und be- 
züglich deren Verbindungslinie symmetrisch liegen. 

Von allen Punkten des Ortes 
aus wird die Verbindungslinie 
der gegebenen Punkte, wie man 
zu sagen pflegt, unter dem ge- 
gebenen Winkel gesehen. 

Auf Grund dieses Satzes -^ 
kann bei Konstruktionsaufgaben 
ein gegebener Winkel verwertet 
werden, wenn seine Schenkel 
durch je einen festen Punkt 
gehen. 

12. Wenn man in dem End- 
punkte B der Sehne AB die 
Tangente BB zieht (Fig. 82), so rig. 82. 
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entsteht der Sehnentangentenwinkel ÄBD. Von ihm 
sagt man auch, dafs er über dem in ihm liegenden Bogen 
stehe. 

Werden die frühem Bezeichnungen angewendet, so 
ergeben sich wieder der Reihe nach die Gleichungen: 

BR--AP=BS — BQ=QS= PR; AB = 2 PB; 
PB = l AB; < ÄBD = l AHB. Somit folgt: 

Der Sehnentangentenwinkel ist gleich dem 
Kreiswinkel über demselben Bogen. 

Aus diesem Satze ergiebt sich eine bequeme Kon- 
struktion des in Nr. 11 abgeleiteten Ortes, wenn man sich 
auf den Kreisbogen in der einen Halbebene beschrankt. 

Man trage in £ an die gegebene Strecke BA den 
gegebenen Wmkel a an und beschreibe um A und B Kreise 

mit dem Radius AB (Fig. 83). 
Sei D der Schnittpunkt des 
Kreises A mit dem freien Schenkel 
des angetragenen Winkels. Man 
ziehe den Durchmesser 2)-4, ver- 
binde seinen zweiten Endpunkt 
mit B und bringe diese Ver- 
bindungslinie zum Durchschnitt 
mit der gemeinschaftlichen Sehne 
der Kreise A und B, Der 
Schnittpunkt ist der Mittelpunkt 
des Kreises, dem der gesuchte 
Bogen angehört. 

Durch die Punkte A und B 
zerfällt die Kreislinie in zwei 
Bogen. Wird über jedem dieser 
Bogen ein Kreiswinkel gezeichnet, 
so ergänzen sich die zugehörigen 

Centriwinkel zu vier Rechten; jene Kreiswinkel sind also 

Supplementwinkel. 

13. Es seien A C und BD zwei Sekanten des Kreises M, 
diö sich innerhalb oder aufserhalb des Kreises in S 
schneiden, CE sei die Parallele zu BD durch C 




Fig. 88. 
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Je nachdem S innerhalb (Fig. 84) oder aufserhalb 
(Fig. 85) des Kreises liegt, entspricht dem Winkel A CEy 
also auch dem ihm gleichen Winkel ASB ein Bogen, der 

gleich oder gleich ^ ist. Da aber 

BE= CD ist, so folgt der Satz: 

Der Bogen, welcher einem Sekantenwinkel 
entspricht, ist gleich der halben Summe der in dem 
Winkel und in seinem Scheitelwinkel liegenden 
Bogen, wenn die Sekanten sich innerhalb des Kreises 
schneiden, aber gleich der halben Differenz der in 
dem Winkel liegenden Bogen, wenn die Sekanten 
sich aufserhalb des Kreises schneiden. 

14. Für den Winkel zweier Tangenten ergiebt sich, wenn 
man durch den Berührungspunkt der einen die Parallele 
zu der andern zieht: 

Dem Winkel zweier Tangenten entspricht ein 
Bogen, der gleich der halben Differenz der durch 
die Berührungspunkte bestimmten Bogen ist. 





Fig. 84. 



Fig. 85. 



15. Es seien P und P' zwei Punkte aufserhalb dc»s 
Kreises M, aber in gleichen Abständen von dem Mittel- 
punkte; PA und PB, P'A' und P'B' die Tangenten durch 
P und P'. 

Denkt man sich die Ebene doppelt gelegt und die 
Figur durchgepaust, so kann man sich die eine Ebene so 
um M gedreht denken, dafs P' mit P zur Deckung kommt. 
Da durch P nur zwei Tangenten an den Kreis gehen, so 
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werden durch die Drehung die Tangenten P' A' und V^ JB' 
beziehungsweise mit TA und PJS zur Deckung gebracht; 
die Tangentenwinkel in P und in P' sind also gleich. 

Durch die Drehung kommen auch die Berührungspunkte 
A' und W beziehungsweise mit den Berührungspunkten ^ 
und 3 zur Deckung, also sind auch die Berührungsehnen 
A'W und J.B gleich. Somit ergiebt sich der Satz: 

Zu Punkten in gleichen Mittelpunktsabständen 
aufserhalb eines Kreises gehören gleiche Tangenten- 
winkel und gleiche Berührungsehnen. 

16. Es seien P und P' zwei Punkte in ungleichen Ab- 
ständen vom Mittelpunkte des Kreises Jf , aber auf dem- 
selben Durchmesser (Fig. 86); A und B, A' und B' die Be- 
rührungspunkte der durch P und P' gelegten Tangenten; 




Fig. 86. 

Cj B, C% D' die Punkte, die zu M bezüglich der Tangenten 
PA, FB, P* A% P' B' beziehungsweise sjrmmetrisch liegen. 

Der Kreis um P mit dem Radius PM geht durch C 
und Z), der Kreis um P' mit dem Radius P'M durch C 
und D', und beide Kreise berühren sich in M. Wenn PM 
< P' Jf ist, so wird der Kreis P von dem Kreise P' ein- 
geschlossen; folglich PC y^ PC. 

Die Punkte C, D, C und D' liegen auf einem zu M 
konzentrischen Kreise. Schneidet dieser den Strahl MP in 
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Q, so ergiebt sich aus der vorigen Ungleichung: QC^> QC 
(§ 27, 1). Für die entsprechenden Bogen auf dem ge- 
gebenen Kreise gilt daher dieselbe Beziehung, also: SÄ' 

> SA, mithin auch: A^' > AB. 

Den Tangentenwinkeln in P und P' entsprechen be- 
ziehungsweise die halbe Differenz der durch A und B und 
die halbe Differenz der durch A^ und B' bestimmten Bogen. 
Da die erste Differenz den gröfsem Minuenden und den 
kleinem Subtrahenden hat, so ist sie die gröfsere; folglich 
ist auch der Tangentenwinkel in demjenigen Punkte der 
gröfsere, der den kleinem Mittelpunktsabstand hat. 

Zu dem gröfsem der beiden Bogen AB und A^B' ge- 
hört die gröfsere Sehne; folglich gehört die kleinere Be- 
rühmngsehne zu denjenigen Tangenten, deren Schnittpunkt 
den kleinem Mittelpunktsabstand hat. 

Nachdem an einen Kreis M eine Tangente gezogen ist, 
kann stets eine zweite Tangente gezeichnet werden, die mit 
der ersten einen gegebenen Winkel a einschliefst Ist P 
der Schnittpunkt beider Tangenten, so ist die Gesamtheit 
der Punkte des um M mit dem Radius MF beschriebenen 
Kreises identisch mit der Gesamtheit der Punkte, für welche 
der Tangentenwinkel dem gegebenen Winkel a gleich ist. 
In andern Worten: 

Der Ort für alle Punkte, deren Tangenten an 
einen gegebenen Kreis einen gegebenen Winkel 
einschliefsen, ist ein zu dem gegebenen Kreise 
konzentrischer Kreis. 

Von allen Punkten des Ortes aus wird der gegebene 
Kreis, wie man zu sagen pflegt, unter dem gegebenen Winkel 
gesehen. 

Wenn an einen Kreis eine beliebige Tangente gelegt 
ist, so kann eine zweite Tangente so gelegt werden, dals 
die zu beiden gehörige Berührungsehne einer gegebenen 
Sta^cke gleich ist. Ist P der Schnittpunkt der Tangenten, 
so ist die Gresamtheit der Punkte des Kreises um M mit 
dem Radius PJf identisch mit der Gesamtheit der Schnitt- 
punkte aller Tangentenpaare, für die die zugehörige Be- 
rührungsehne der gegebenen Strecke gleich ist. Oder: 

Der Ort für alle Punkte, für welche bezüglich 
eines gegebenen Kreises die Berührungsehnen 
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der zugehörigen Tangentenpaare einer gegebenen 
Strecke gleich sind, ist ein zu dem gegebenen 
Kreise konzentrischer Kreis. 

17. Es seien PÄ und PB zwei Tangenten, die sich 
unter dem vorgeschriebenen Winkel a schneiden, AC und 
BD die durch die Berührungspunkte bestimmten Durch- 
messer (Fig. 87). Der Bogen, der dem Tangentenwinkel ent- 
spricht, ist gleich der halben DiflFerenz der durch Ä und JB 

bestimmten Bogen, also gleich AD; folglich ist-^ AMD === a- 

Die Figur kann hergestellt werden, wenn man von dem 
Kreise M und dem Centriwinkel AMD = a ausgeht (Fig. 88): 





Fig. 87. 



Fig. 88. 



Man beschreibe um A und B die Kreise mit dem Radius AB^ 
bringe erstem mit der Geraden BD zum Durchschnitt, 
^ ziehe durch diesen Schnittpunkt E einen Durchmesser des 
Kreises A, verbinde den zweiten Endpunkt dieses Durch- 
messers mit B und bestimme den Schnittpunkt dieser Ver- 
bindungslinie mit der Geraden, die durch den Mittelpunkt 
des gegebenen Kreises und den einen Schnittpunkt der Kreise 
A mid B geht. Der zuletzt erhaltene Schnittpunkt P be- 
stimmt mit den Punkten A und B zwei Tangenten, die 
sich unter dem Winkel a sclmeiden. 

Ist AB eine Sehne von gegebener Länge, so erhält 
man in der vorhin beschriebenen Weise zwei Tangenten, 
für welche die Berührungsehne einer gegebeneu Strecke 
gleich ist. 
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18. Sei AB im Kreise M eine Sehne von vor- 
geschriebener Länge a. 

Auf dem Durchmesser MCy der auf AB senkrecht steht 
(Fig. 89), giebt es zwei Punkte P und Q, die von A und B den 

gegebenen Abstand q haben, wenn ^ > ^ ist, aber nur einen 

a 
einzigen Punkt S, wenn ^ = « gewählt wird. 

_ 

Sei ^ > ^, so können P und Q als Mittelpunkte von 

Kreisen vom Radius q betrachtet werden, die den ge- 
gebenen Kreis unter einer Sehne 
schneiden, welche gleich a ist. 
Wählt man auf dem Strahle MC 
einen Pimkt X, der von P und 
Q verschieden ist, so ist stets 
^X4=^Pund^X + ^(2. Wird 
daher um X der Kieis mit dem 
fiadius q beschrieben, so liegt A 
entweder innerhalb oder aufser- 
halb des Kreises X, aber nie 
auf demselben. Sind nun Y und 
Z die Schnittpunkte der Kreise 
Jtf und X, so ergiebt sich (§ 27, 1): 

YXi ^ TÖy T^^AB und 
YZ^AB. Der Kreis X schneidet 

also den Kreis Jf unter einer Sehne, die von a verschieden ist. 
Wird in der Ebene ein Punkt V als Mittelpunkt eines 
Kreises vom Radius q angenommen, so braucht man sich 
nur die Ebene doppelt gelegt zu denken, um zu erkennen, dafs 
der Punkt V durch Drehung um M mit einem Punkte des 
Strahles MC zur Deckung gebracht werden kann. Folglich 
sehneidet der Kreis V den Kieis M unter einer Sehne, die 
gleich a, oder von a verschieden ist, je nachdem die Strecke 
MV einer der Strecken MF oder MQj oder keiner von 
beiden gleich ist. 

Wird Q = ^ gewählt, so ergiebt sich: auf dem Strahle 

MG ist der Punkt S der einzige Mittelpunkt eines Kreises 
vom Radius ß, der den gegebenen Kreis unter einer Sehne 
schneidet, die gleicli a ist. Jeder Punkt V der Ebene, der 




Fig. 89. 
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der Bedingung MV=MS genügt^ besitzt dieselbe Eigen- 
schaft wie S selbst. So ergiebt sich der Satz: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise vom 
Radius g, die einen gegebenen Kreis unter einer 
gegebenen Sehne a schneiden, besteht aus zwei 
Kreisen, die mit dem gegebenen konzentrisch sind, 
oder aus einem einzigen Kreise, je nachdem der 
gegebene Durchmesser gröfser als die gegebene 
Sehne oder dieser gleich ist. 

Übungen zu § 29. 

1. Durch einen gegebenen Punkt innerhalb eines ge- 
gebenen Kreises eine Sehne zu legen, die durch jenen Punkt 
halbiert wird. 

2. In einen gegebenen Kreis eine Sehne so zu legen, 
dafs sie von einer gegebenen Sehne halbiert und unter einem 
gegebenen Winkel geschnitten wird. (Welchen Winkel be- 
stimmt die gegebene Sehne mit dem Mittelpunktsabstande der 
gesuchten?) 

3. Von einem Kreise sind drei Punkte gegeben. Mit 
Hilfe von zwei Kreisen einen vierten Punkt jenes Kreises 
zu finden. (Der gesuchte Punkt bestimmt mit den gegebenen 
ein Trapez.) 

4. Den zu zwei gegebenen parallelen Seimen senk- 
rechten Durchmesser mit alleiniger HUfe des Lineales zu 
zeichnen. (Siehe § 23, 17.) 

5. Die Schnittpunkte aller Tangentenpaare, die einen 
gegebenen Kreis in den Endpunkten paralleler Sehnen be- 
rühren, liegen in einer Geraden. 

6. Durch einen Punkt innerhalb eines gegebenen Ejreises 
die gröfste und die kleinste Sehne zu ziehen. 

7. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade so zu 
ziehen, dafs ein gegebener Kreis auf ihr eine Sehne von 
vorgeschriebener Länge ausschneidet. 

8. Eine Gerade zu zeichnen, auf der von dem einen 
von zwei gegebenen Kreisen eine Sehne von der Länge a 
und von dem andern eine Sehne von der Länge h aus- 
geschnitten wird, 

9. Mit gegebenem Radius q einen Kreis zu zeichnen, 
der eine gegebene Gerade unter einer Sehne von vor- 



§ 29. Sehnen und Sehnenwinkel. 145 

geschriebener Länge a schneidet und entweder 1) durch 
einen gegebenen Punkt geht oder 2) eine zweite gegebene 
Gerade berührt oder 3) auf einer zweiten gegebenen Geraden 
eine Sehne von der Länge b ausschneidet. 

10. Welches ist der Ort für die Mittelpunkte aller 
Kreise, die zwei gegebene Gerade unter gleichen Sehnen 
schneiden? (Jeder Mittelpunkt hat von den gegebenen Ge- 
raden gleiche Abstände.) 

11. Mit gegebenem Badius q einen Kreis zu zeichnen, 
der jede von zwei gegebenen Geraden unter der Sehne a 
schneidet. Wieviel Lösungen? 

12. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene Gerade 
unter gleichen Sehnen schneidet und entweder 1) durch zwei 
gegebene Punkte geht, die nicht in demselben Winkel der 
gegebenen Geraden liegen oder 2) einen gegebenen Kreis 
oder eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte berührt. 

13. Welches ist der Ort für die Mittelpunkte aller 
Seimen eines Kreises, die durch einen gegebenen Punkt 
gehen? (Jeder Mittelpunkt ist Scheitel eines rechten Winkels, 
dessen Schenkel durch zwei feste Punkte gehen.) 

14. Durch einen gegebenen Punkt innerhalb eines ge- 
gebenen Kreises eine Sehne zu ziehen, die durch eüie ge- 
gebene Sekante halbiert wird. Unter welcher Bedingung 
hat die Aufgabe eine einzige Lösung? (Vergl. Nr. 13.) 

15. Durch einen Schnittpunkt von zwei gegebenen 
Kreisen eine Gerade so zu ziehen, dafs die Summe (Differenz) 
der auf ihr liegenden Seimen eüier gegebenen Strecke gleich 
ist. Unter welcher Bedingung kann die Aufgabe nicht ge- 
löst werden? (Die zu der Geraden senkrechten Durchmesser 
bestimmen einen Streifen, dessen Breite gleich der Hälfte 
der gegebenen Strecke ist, und von dem eüie Querstrecke, 
die Centrale, gezeichnet vorliegt.) 

16. Durch einen Schnittpunkt von zwei gegebenen 
Kreisen eine Gerade so zu legen, dafs entweder 1) beide 
Kreise auf ihr gleiche Sehnen ausschneiden, oder 2) der eine 
Kreis auf ihr eine 2-, 3-, 4-mal so grofse Sehne aus- 
schneidet wie der andere, oder 3) der 3. Teil der einen 
Sehne gleich dem 4. Teile der andern ist. (Der Streifen 
der zu der Geraden senkrechten Durchmesser mufs in kon- 
gruente Streifen geteilt werden.) 

Pflieger, Elementare Planimetrie. 10 
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17. Durch einen Schnittpunkt zweier Kreise eine Gerade 
so zu legen, dafs ihr innerhalb der Kreise liegender Ab- 
schnitt möglichst grofs wird. (Siehe Nr. 15.) 

18. Zwei Kreisbogen, die aber gleichen Sehnen gleiche 
Kreiswinkel fassen, sind kongruent. 

19. Die Halbierungslinien aller Kreiswinkel, die über dem- 
selben Bogen eines Kreises stehen, sehneiden sich in einem und 
demselben Punkte (nämlich in dem Mittelpunkte des Bogens). 

20. Einen Punkt zu finden, von dem aus zwei gegebene 
Strecken, die einen Endpunkt gemein haben, unter dem von 
den Strecken bestimmten spitzen Winkel gesehen werden. 

21. Durch einen gegebenen Punkt einen Kreis so zu 
legen, dafs ein der Lage nach gegebener Winkel für den 
Kreis ein Sehnentangentenwinkel wird. 

22. Gegeben ein Punkt und ein Winkel der Lage nach. 
Einen Kreis zu zeichnen, der den gegebenen Winkel so als 
Kreiswinkel fafst, dafs die Sehne, über der der Winkel steht, 
entweder 1) in dem gegebenen Punkte halbiert wird oder 
2) durch den gegebenen Punkt so geteilt wird, dafs der 
3. Teü des einen Abschnittes gleich dem 4. des andern ist. 
(Siehe § 22, Übung Nr. 20.) 

23. Punkte zu finden, von denen aus der eine von zwei 
gegebenen Kreisen unter dem Winkel a, der andere unter 
dem Winkel ß gesehen wird. 

24. Gegeben zwei Kreise M und K. Man soll einen 
Punkt so bestimmen, dafs die Berührungsehne der zugehörigen 
Tangenten in dem einen Kreise gleich a, in dem andern 
gleich 6 wird. 

25. Jedem von zwei gegebenen Kreisen ein Quadrat 
so umzuschreiben, dais beide Quadrate eine gemeinschaft- 
liche Ecke haben. 

26. Zu gleichen Tangentenwinkeln gehören gleiche Be- 
rührungsehnen, und zu dem gröfsem zweier Tangenten- 
winkel gehört die kleinere Berührungsehne. 

27. An einen gegebenen Kreis zwei Tangenten zu ziehen, 
die sich rechtwinkelig schneiden, und deren Berührungs- 
punkte mit einem gegebenen Punkte in einer Geraden liegen. 

28. An einen gegebenen Kreis zwei Tangenten zu 
ziehen, die sich unter einem gegebenen Winkel schneiden, 
und deren Berührungsehne auf einer gegebenen Geraden 
senkrecht steht. 
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29. An einen gegebenen Kreis zwei Tangenten zu ziehen, 
deren Berührungsehne gleich dem Bi^dius ist und durch 
einen gegebenen Punkt geht. 

30. Gegeben ein Kreis M und ein Punkt K. . Um K 
einen Kreis so zu beschreiben, dafs für die gemeinschaftlichen 
änfsem Tangenten beider Kreise die Berührungsehne in 
dem gegebenen Kreise gleich dem halben Radius ist. 

31. Gregeben zwei Kreise. Punkte zu finden, für welche 
die zugehörige Berührungsehne in jedem Kreise gleich dem 
JESadius ist. 

32. An einen gegebenen Kreis zwei Tangenten zu ziehen, 
deren Berührungsehne durch eine gegebene Sekante halbiert 
lA^ird und einer gegebenen Strecke gleich ist. 

33. Wenn der Radius des einen von zwei gegebenen 
Kreisen doppelt so grofs wie der Radius des andern ist, 
so ist für je zwei gleichartige gemeinschaftliche Tangenten 
die Berührungsehne in dem einen Kreise doppelt so grofs 
wie in dem andern. (Man ziehe zu der Centrale die 
Parallelen durch die Berührungspunkte.) 

34. Gegeben ein Kreis M. Einen zweiten Kreis so zu 
zeichnen, dafs die Centrale beider durch einen gegebenen 
Punkt geht, die Berührungsehne eines Paares gemeinschaft- 
licher Tangenten im gesuchten Kreise halb so grofs ist wie 
im gegebenen, und der Winkel dieses Tangentenpaares einem 
gegebenen Winkel gleich ist. 

35. Mit dem gegebenen Radius q einen Kreis zu zeichnen, 
der den einen von zwei gegebenen Kreisen unter der Sehne a, 
den andern unter der Sehne 6 schneidet. 

36. Mit dem gegebenen Radius q einen Kreis zu zeich- 
nen, der jeden von zwei gegebenen Kreisen unter dem 
Durchmesser schneidet. 

37. Mit dem gegebenen Radius q einen Kreis so zu 
zeichnen, dafs er einen gegebenen Kreis unter der Sehne a 
schneidet und die gemeinschaftliche Sehne entweder 1) durch 
einen gegebenen Punkt geht oder 2) zu einer gegebenen 
Geraden parallel ist oder 3) auf einer gegebenen Geraden 
senkrecht steht. 

38. Gegeben zwei sich schneidende Kreise M und K. 
Einen zu K konzentrischen Kreis zu zeichnen, der M unter 
einer doppelt so groisen Sehne schneidet wie der Kreis K. 

10* 
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39. Gegeben zwei sich schneidende Ejreise M und K, 
Mit gegebenem Radius einen Kreis zu zeichnen^ der durch 
den gegebenen Punkt P geht und den Kreis M unter einer 
doppelt so grofsen Sehne schneidet wie der Kreis K 

40. Einen Kreis zu zeichnen, der die Rander eines 
gegebenen Streifens oder zwei gegebene konzentrische Kreise 
berührt und eine gegebene Kreislinie halbiert. (Der Durch- 
messer des gesuchten Kreises ist bekannt) 

41. Ein Parallelogramm zu zeichnen aus: 

1) e, d, ^(ef) 2)e,d,f 3)e + f, e-f,d 4) a, h^ ^{be) 

5) a, Äi, ^(ef) 6) a, Ä„ <(fte) 7) g, M,, M^, a 
8) g, Jfg, Jfs, ß 9) A, M„ (J, f 10) Ä, M^, ß, ^{bf). 

42. Ein Rechteck zu zeichnen aus: 

1) Jfi, M,, a 2) D, Jfi, f 3) D, Jf^, <(de) 
4) 83, e, JK^, <(ae) 5) Sl, », S, r. 

43. Einen Rhombus zu zeichnen aus: 

1) a, h 2) D, ilf„ /• 3) e, a, ^, S 4) 2t, 85, @, 5, a 5) B, ©. ®, /*. 

44. Ein Quadrat zu zeichen aus: 

1) 83, 6, S 2) 6, e, g, D 3) e, e, 83, / 4) üy r, e 5) S, Q, e. 

45. Ein Trapez zu zeichnen^ wenn man kennt: 

1) a, Ä, < (6c) 2) a, c, ^ (6e) 3) ilf^, Jf,, Ä, /5 

4) a + Cy M^y M^y ß 5) Cy M^y ky ^ (rfc) 6) T, «, C. 

46. Ein Trapezoid zu konstruieren, von dem gegeben sind: 
1) a,hyfy^(be) 2) ay b, ey je (ef) 3) a - c, ^ (6d), Ä, a 

4:) a + Cy jC (ef)y 6, h 5) m^y m^, a, ^ (m, ma) 
6) ^ (ami), ^2, a, < (c/). 

§ 30. Winkel Im Schnittpunkte eines Kreises und einer 

Geraden oder zweier Kreise. 

1. Sei AB eine Sekante des Kreises M, -4(7 die Tan- 
gente in A (Fig. 90). 

Der Strahl AB kann durch Drehung um den Punkt A 
mit dem Strahle A C zur Deckung gebracht werden. Während 
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der Drehung nähert sich B dem Punkte A und fällt mit 
ji. zusammen^ wenn die Sekante in die Tangente übergeht. 
So lange B von Ä unterschieden werden kann, unter- 
scheiden wir auch die Sekante von der Tangente; liegt aber 
JB dem Punkte Ä naher als jeder Punkt, den man von A 
unterscheiden kann, so ist es auch nicht mehr möglich, die 
Sekante AB von der Tangente AC zu. unterscheiden. So 
gelangt man dazu, die Tangente eines Kreises als eine 
Sekante aufzufassen, deren Schnittpunkte unendlich nahe 
beieinander liegen. 

Der vorigen Auffassung entsprechend mufs ein Punkt 
X. der Kreislmie, der dem Punkte A unendlich nahe liegt, 
als ein Punkt der Tangente 
in A, und der unendlich kleine 
Bogen AX, sowie die unend- 
lich kleine Sehne AXy als 
ein unendlich kleines Teilchen 
der Tangente AC betrachtet 
werden. Nimmt man den 
Punkt X des Kreises bald in 
der einen, bald in der andern 
Halbebene bezüglich des 
Durchmessers AM an, aber "^^JJTSoT 

in beiden Fällen unendlich 
nahe bei A, so gelangt man zu der Vorstellung von zwei 
entgegengesetzten Richtungen, die auf dem Kreise von A 
ausgehen und durch die Strahlen angegeben werden, welche 
der Punkt A auf der zu ihm gehörigen Tangente bestimmt. 

Jede Sekante AB bestimmt mit der Tangente in A 
zwei Paare von Scheitelwinkeln. Die vorige Betrachtung 
berechtigt uns dazu, diese Winkel als Winkel der Sekante 
und des Kreises aufzufassen. Wenn nicht das Gegenteil 
ausdrücklich festgesetzt wird, soll unter dem Winkel eines 
Kreises imd einer Sekante des Kreises stets der spitze 
Winkel verstanden werden, den die Sekante mit der Tan- 
gente in dem einen ihrer Kreispunkte begrenzt. 

Da die Mittelsenkrechte der Sehne AB sowohl für die 
Sekante AB, als auch für den Kreis und das Tangenten- 
paar in A imd B eine Achse ist, so sind die Winkel der 
Sekante und des Kreises iu beiden Schnittpunkten ein- 
ander gleicL 
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Jeder Durchmesser schneidet seinen Kreis rechtwinkelig 
und jede Tangente den ihrigen unter dem Winkel NulL 

2. Wenn der Kreis M die Gerade g unter dem spitzen 
Winkel a schneidet, so steht MA auf einer Geraden durch 
A senkrecht, die g ebenfalls unter dem Winkel a schneidet. 
Der spitze Winkel, den der Strahl AM mit g bestimmt, ist 
daher gleich R — a. 

Der Winkel, der a zu einem Rechten ergänzt, heilst 
der Komplementwinkel von a. 

Ist umgekehrt der von dem Strahle AIP und der 
Geraden g bestinnnte spitze Winkel gleich dem Kom- 
plementwinkel von a, so ist P Mittelpunkt eines Kreises, 
der durch A geht und g unter dem Winkel a schneidet. 

Somit ergiebt sich der Satz: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, die 
eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte 
unter einem gegebenen Winkel schneiden, besteht 
aus zwei Geraden, die durch den gegebenen Punkt 

gehen und die ge- 
gebene Gerade unter 
dem Komplement- 
winkel des ge- 
gebenen Winkels 
schneiden. 

3. Wenn man von 
den Endpunkten der 
Strecke AB die Lote 
AP und BQ auf die 
Gerade g fällt (Fig. 91), so wird auf jeder Parallele zu g 

durch die Lote AP und BQ 
eine Strecke ausgeschnitten, 
die gleich PQ ist. Auf jeder 
Geraden, die nicht zu g par- 
allel ist, bestimmen die Lote 
eine Strecke, welche als 
Querstrecke des von den 
Loten gebildeten Streifens 
gröfser als die Streifenbreite 
PQ ist Somit ist die Lange 
Fig. 92. der Strecke PQ durch den 




Fig. 91. 
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Winkel a, unter dem sich die Geraden AB und g schneiden^ 
eindeutig bestimmt. Die Strecke PQ heifst die Projektion 
der Strecke AB für den Winkel a. 

Sei nun M ein Kreis vom gegebenen Radius r, der die 
Gerade ^ in ^ und B unter dem Winkel a schneidet (Fig. 92). 

Die Parallele zu g durch M büdet mit g einen Streifen, der 
durch die Querstrecke r und den Winkel R — a, den sie mit 
dem Rande AB bildet, eindeutig bestimmt ist Die Breite 
des Streifens ist gleich der Projektion des Radius r für 
den Winkel a. Die Gesamtheit der Mittelpunkte aller 
Kreise vom Radius r, die g unter dem Winkel a schneiden, 
ist also identisch mit der Gesamtheit aller Punkte, deren 
Abstand von g gleich der Projektion des Radius r für den 
Winkel a ist. öomit erhalten wir den Satz: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von 
gegebenem Radius, die eine gegebene Gerade unter 
einem gegebenen Winkel schneiden, besteht aus 
den Parallelen zu der gegebenen Geraden, deren 
Abstand von dieser gleich der Projektion des ge- 
gebenen Radius für den gegebenen Winkel ist. 

4. Wenn eine Gerade g den Kreis M vom Radius r 
unter dem Winkel a schneidet, so ist ihr Mittelpunkts- 
abstand gleich der Projektion des Radius für den Winkel a. 
Daher der Satz: 

Die Gesamtheit der Geraden, die einen ge- 
gebenen Kreis unter einem gegebenen Winkel 
schneiden, ist identisch mit der Gesamtheit der 
Tangenten eines konzentrischen Kreises, dessen 
Radius gleich der 
Projektion des Ra- 
dius des gegebenen 
Kreises für den ge- 
gebenen Winkel ist. 
5. Wenn die Kreise 
M und K sich in A 
und B schneiden, so 
ist MK die Achse der 
Figur (Fig. 93). Die 
Tangenten der Kreise 
im Punkte A liegen 
daher zu den Tangenten ng. 93, 
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in B beziehungsweise symmetrisch^ und die Winkel der 
Tangenten in A sind den Winkeln der Tangenten in jB 
beziehungsweise gleich. Nach den frühem Betrachtungen 
sind wir berechtigt, die Winkel der Tangenten in einem 
Schnittpunkte beider Kreise als Winkel der Kreise selbst 
aufzufassen. 

Die Durchmesser durch A stehen beziehungsweise auf 
den Tangenten in A senkrecht und bestimmen daher Winkel, 
welche den Winkeln der Tangenten beziehungsweise gleich 
sind. Die Winkel der Kreise sind somit den Winkeln der 
Durchmesser, die durch denselben Schnittpunkt der Kreise 
gehen, beziehungsweise gleich. 

Der Begriff des Winkels zweier Ejeise wird von jeder 
Zweideutigkeit befreit, wenn man ihn folgendermafsen 
definiert: Unter dem Winkel von zwei sich schneidenden 
Kreisen versteht man denjenigen Winkel der Tangenten in 
einem Schnittpimkte der Kreise, welcher dem Winkel der 
zu dem Schnittpunkte gehörigen Radien gleich ist. 

Zwei Kreise, die sich ausschliefsend berühren, schneiden 
sich unter dem Winkel 2 JB; wird von zwei sich berührenden 
Kreisen der eine von dem andern eingeschlossen, so ist ihr 
Winkel gleich Null. 

6. Wird der Kreis M von dem Kreise K unter dem 

Winkel a geschnitten, so 
i%i^KAM^a (Fig. 94). 
Ist umgekehrt ^ PAM 
= a, so ist P Mittelpunkt 
eines Kreises, der durch 
A geht und den Kreis M 
unter dem Winkel a 
schneidet. Daher erhalten 
wir den Satz: 

Der Ort für die 
Mittelpunkte aller 

Kreise, die einen ge- 
Fig. 94. gebenenKreisineinem 

gegebenen Punkte 

unter einem gegebenen Winkel schneiden, besteht 
aus zwei Strahlen, deren Scheitel der gegebene 
Punkt ist, und die mit dem Radius, der von diesem 
Punkte ausgeht, den gegebenen Winkel einschliefsen. 
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7. P und K seien zwei Kreise von gegebenem Radius q, 
welche den Kreis M m A und B, beziehungsweise A' und 
-B', schneiden (Fig. 95). 

Ist MK = MF, so kann man durch Drehung um M 
die Punkte P und K, mithin auch die Kreise P und K zur 
Deckung bringen. Dann decken 
sich die Punkte A und B be- 
ziehungsweise mit den Punkten A' 
und B% folglich ist: ^KA'M^ 
KB'M^ PAM=^ PBM, d. h. der 
E[reis M wird von den Kreisen P 
und K unter gleichen Winkeln ge- 
schnitten. 

Ist umgekehrt jC KA'M = 
FAMy so kann durch Drehung um 
M der Punkt A' mit einem der p,^ 95 

beiden Punkte A oder B so zur 

Deckung gebracht werden, dal's die gleichen Winkel be- 
züglich des gemeinschaftlichen Schenkels in derselben Halb- 
ebene liegen. Dann decken sich aber auch die beiden 
andern Schenkel, also auch die Punkte K und P. Diese 
haben daher gleiche Abstände von M. Somit ergiebt sich 
der Satz: 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise 
von gegebenem Radius q, die einen gegebenen 
Kreis unter einem gegebenen Winkel schneiden, 
ist ein zu dem gegebenen konzentrischer Kreis. 

Übungen zu § 30. 

1. Durch einen Punkt einer gegebenen Kreislinie eine 
Gerade zu ziehen, die den Kreis unter einem gegebenen 
Winkel schneidet. Wieviel Lösungen? 

2. Einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene Gerade 
in einem gegebenen Punkte unter einem gegebenen Winkel 
schneidet und entweder 1) durch einen gegebenen Punkt 
geht oder 2) von einer zweiten gegebenen Geraden einen 
gegebenen Abstand hat. Wieviel Lösungen hat jede Aufgabe? 

3. Mit gegebenem Kadius einen Kreis zu zeichnen, der 
eine gegebene Gerade unter einem gegebenen Winkel 
schneidet und entweder 1) durch einen gegebenen Punkt 
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aufserhalb der Geraden geht oder 2) von einer zweiten 
gegebenen Geraden einen gegebenen Abstand hat oder 

3) eine zweite gegebene Gerade berührt oder 4) eine zweite 
gegebene Gerade unter der Sehne a schneidet 

4. Eine Gerade zu zeichnen, die einen gegebenen Exeis 
unter einem gegebenen Winkel schneidet und entweder 
1) durch einen gegebenen Punkt geht oder 2) zu einer 
gegebenen Geraden parallel ist oder 3) eine gegebene Gerade 
unter einem zweiten gegebenen Winkel schneidet oder 

4) einen zweiten gegebenen Kreis berührt oder 5) einen 
zweiten gegebenen Kreis unter einem zweiten gegebenen 
Winkel schneidet. 

5. Welches ist der Ort für die Mittelpunkte aller 
Kreise, die zwei gegebene Gerade unter gleichen Winkeln 
schneiden? 

6. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene Gerade 
unter gleichen Winkeln schneidet, wenn entweder 1) auf 
jeder Geraden ein Schnittpunkt gegeben ist, oder 2) von 
dem Kreise der Radius und eine Tangente gegeben sind, 
oder 3) diese Winkel einem gegebenen Winkel gleich sein 
sollen, und auf der einen Geraden ein Schnittpunkt ge- 
geben ist. 

7. Werden zwei Gerade von einem Kreise unter gleichen 
Winkeln geschnitten, so werden sie von demselben Kreise 
unter gleichen Sehnen geschnitten. (Siehe Nr. 5.) 

8. Einen Kreis zu zeichnen, der einen gegebenen Kreis 
in einem gegebenen Punkte unter einem gegebenen Winkel 
schneidet und entweder 1) durch einen gegebenen Punkt 
geht oder 2) einen zweiten gegebenen Kreis berührt 

9. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu zeichnen, der 
einen gegebenen Kreis unter dem Winkel a schneidet und 
entweder 1) durch einen gegebenen Punkt geht oder 2) eine 
gegebene Gerade unter dem Winkel ß schneidet oder 
3) eine gegebene Gerade berührt oder 4) einen gegebenen 
Kreis berührt oder 5) einen zweiten gegebenen E^eis unter 
dem Winkel ß schneidet oder 6) eine gegebene Gerade 
unter der Sehne a schneidet oder 7) einen zweiten gegebenen 
Kreis unter der gemeinschaftlichen Sehne a schneidet 
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Das Dreieck. 



§ 31. Die Beziehungen zweier Seiten und ihrer 

Gegenwinkel. 

1. Wenn man in der Ebene Gerade zieht, von denen 
keine drei durch denselben Punkt gehen und keine zwei 
parallel sind, so ist die Anzahl der Schnittpunkte auf jeder 
Geraden um eins kleiner als die Anzahl der Geraden. Zählt 
man auf jeder Geraden jeden Schnittpunkt, so wird jeder 
zweimal gezählt, da jeder zwei Geraden angehört. Das 
Produkt aus der Anzahl der Schnittpunkte auf jeder Ge- 
raden und der Anzahl der Geraden ist also gleich der 
doppelten Anzahl aller Schnittpunkte. Die einfache Anzahl 
derselben ist somit gleich dem halben Produkte aus der An- 
zahl der Geraden und der imi eins kleinern Zahl. * 

Nimmt man in der Ebene Punkte an, von denen keine 
drei in derselben Geraden liegen, und verbindet man jeden 
Punkt mit jedem andern, so ist die Anzahl der Verbindungs- 
linien, die von jedem Punkte ausgehen, imi eins kleiner als 
die Anzahl der angenommenen Punkte. Zählt man in jedem 
Punkte die Anzahl der von ihm ausgehenden Verbindungs- 
linien, so wird jede derselben zweimal gezählt. Das Pro- 
dukt aus der Anzahl der Verbindungslinien, die von jedem 
Punkte ausgehen, und der Anzahl der Punkte ist also doppelt 
so grofs wie die Gesamtzahl der Verbindungslinien. Letztere 
ist daher gleich dem halben Produkte aus der Anzahl der 
Punkte und der um eins kleinem Zahl, 



156 XI. Das Dreieck. 

Sind drei Gerade gegeben, fnr die die obigen Voraus- 
setzungen zutreffen, so ist die Anzahl ihrer Schnittpunkte 
gleich drei. Diese bestimmen auf den Geraden drei Strecken, 
welche die vollständige Grenze eines Stückes der Ebene 
bilden. Sind drei Punkte gegeben, die nicht in derselben 
Geraden liegen, so ist die Anzahl, der Verbindungslinien 
gleich drei, und diese begrenzen wieder ein Stück der Ebene. 
Eine von drei Strecken begrenzte ebene Fläche heifst 
Dreieck (Fig. 96); die Grenzstrecken nennt man Seiten, 

die gemeinschaftlichen End- 
punkte von je zwei Seiten 
Ecken des Dreiecks. 

Das Dreieck liegt in drei 
Winkeln, die Innenwinkel 
oder einfach Winkel des 
Dreiecks heil'sen; ihre Neben- 
winkel nennt man Aulsen- 
winkel. Jeder Winkel oder 
Aufsenwinkel ist einer der 
vier Winkel im Schnittpunkte 
pig. 96. zweier Geraden, also stets 

kleiner als zwei Rechte. Als 
Winkel oder Aufsenwinkel eines Dreiecks können somit nur 
spitze, rechte oder stumpfe Winkel vorkommen. Da femer 
je zwei Aufsenwinkel, die an derselben Ecke liegen, gleich 
sind, so rechnet man an jeder Ecke einen Aulsenwinkel. 
Zu jeder Ecke gehört eine Gegenseite, nämlich die 
Verbindungslinie der beiden andern Ecken; zu jeder Seite 
eine *Gege necke, nämlich der gemeinschaftliche Endpunkt 
der beiden andern Seiten. Jede Seite hat zwei Anwinkel 
und einen Gegenwinkel, sie verbindet die Scheitel ihrer 
Anwinkel und ist die Gegenseite zu dem Scheitel ihres 
Gegenwinkels. Zu jedem Winkel gehören zwei Anseiten 
imd eine Gegenseite, sein Scheitel ist der gemeinschaft- 
liche Endpunkt seiner Anseiten und die Gegenecke seiner 
Gegenseite. 

2. Wenn in einem Dreieck zwei Seiten gleich sind, so 
heifst es gleichschenkelig. Die gleichen Seiten nennt 
man Schenkel, die dritte Seite Grundlinie oder Basis, 
die Gegenecke der Grundlinie Spitze, die Anwinkel der 
Grundlinie Basiswinkel. 
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Sind äC und BC die Schenkel des gleichschenkeligen 
Dreiecks ABC, so ist C ein Punkt der Mittelsenkrechten 
von AB (Fig. 97). Letztere ist also 
die Achse des Dreiecks. Somit ergiebt 
sich: <^ CAB=^ CBA. In Worten: 

Die Basiswinkel eines gleich- 
schenkeligen Dreiecks sindgleich. 

Als Nebenwinkel von gleichen 
Winkeln sind auch die Aufsenwinkel 
an der Grundlinie eines gleich- 
schenkeligen Dreiecks gleich. 

3. Ein Dreieck, in dem die drei 
Seiten gleich sind, heifst gleich- 
seitig. 

Das gleichseitige Dreieck kann 
auf drei Arten als ein gleichsdhenkeliges 
betrachtet werden, somit sind je zwei Fig. 97. 

Winkel gleich. Es folgt also: 

Die Winkel eines gleichseitigen Dreiecks sind 
gleich. 

Als Nebenwinkel von gleichen Winkeln sind auch die 
Aufsenwinkel eines gleichseitigen 
Dreiecks gleich. 

4. Sind in einem Dreieck keine 
zwei Seiten gleich, so heifst 
ungleichseitig. 

In dem Dreieck ABC 
AG> BC (Fig. 98). 

Die Mittelsenkrechte von AB 
trennt die Punkte der Ebene, die 
näher bei B liegen, von denen, die 
A näher liegen. Folglich liegt C in 
der Halbebene B, die Strecke AC 
schneidet also die Grenze der Halb- ^«' ^®- 

ebenen. Sei D der Schnittpunkt. 

Das Dreieck ABD ist gleichschenkelig, folglich: -^ DAB 
= DBA. Da D zwischen A und C liegt, so ist: -^ DBA 
< CBA, folglich auch: ^DAB> CBA. Nun Hegt 
aber ^DAB in dem Dreieck ABC der Seite BC und 
-^ CBA der Seite AC gegenüber, folglich ergiebt sich 
der Satz: 



es 



sei 
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Die gröfsere von zwei Seiten eines Dreiecks 
hat den gröfsern Gegenwinkel. 

Wendet man diesen Satz auf je zwei Seiten eines un- 
gleichseitigen Dreiecks an, so erhält man den folgenden: 

Die gröfste Seite eines Dreiecks hat den gröfs- 
ten Gegenwinkel. 

5. Sind in dem Dreieck ABC die Winkel CAB und 
CBA gleich, so mufs für ihre Gegenseiten eine der drei folgenden 
Beziehungen gelten: entweder CB <C CA oder CB= CA 
oder CB > CA. Wie die bisherigen Sätze lehren, steht die 
zweite Annahme allein mit der über die Winkel CAB und 
CBA gemachten Voraussetzung im Einklang; folglich ist 
sie die zutreffende. Somit ergiebt sich: 

Gleiche Winkel eines Dreiecks haben gleiche 
Gegenseiten. 

Macht man über die betrachteten Winkel eine andere 
Voraussetzung, so gelangt man durch eioe Betrachtung, die 
der vorigen ähnlich ist, zu dem weitem Satze: 

Der gröfsere von zwei Winkeln eines Dreiecks 
hat die gröfsere Gegenseite. 

Hieraus folgt aber wieder: 

Der gröfste Winkel eines Dreiecks hat die 
gröfste Gegenseite. 

Wollte man die Dreiecke nach der Gleichheit oder der 
Ungleichheit ihrer Winkel in Klassen einteilen, so würde 
man zu denselben Klassen gelangen wie bei der Einteilung 
nach der Gleichheit oder der Ungleichheit der Seiten. Es 
ist daher überflüssig, für Dreiecke, die zwei oder drei gleiche 
Winkel haben, neue Namen einzufahren. 

6. Wenn zwei Seiten verschiedenen Dreiecken angehören, 
so kann im allgemeinen die zwischen ihnen bestehende Be- 
ziehung nicht auf die Gegenwinkel übertragen werden, und 
imigekehrt auch nicht die Beziehung zweier Winkel ver- 
schiedener Dreiecke auf die Gegenseiten. Die Betrachtung 
in § 27,^^ 1 lehrt aber, dafs in einem besondem Falle eine 
solche Übertragung zulässig ist. 

Die Punkte P, M, C und D bestimmen zwei Drei- 
ecke PMC und PMD (Fig. 99). Ist AC<a1) oder, was 
dasselbe ist, ^ PMC < PMD, so ist auch PC < PD. Ist 

aber AÖ=AD oder ^ PMC = PMD, so ist PC = PD. 




Fig. 99. 
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Wird umgekehrt ^ FMC < PMD vorausgesetzt, so steht 
von den drei Annahmen PC <PD, PC^PD und 
PC> PD nur die erste mit der Voraussetzung im Ein- 
klang; sie ist also die zutreflfende. Ebenso ergiebt sich 
aus der Voraussetzung 
< PMC = PMD die 
Folgerung: PC^PB. 

Es liegt also der Fall 
vor, dals die Beziehung 
zwischen den Winkeln PMC 
und PMD auf ihre Gegen- 
seiten PC und PD, und 
auch umgekehrt die Be- 
ziehung zwischen den Seiten 
PC und PD auf ihre Gegen- 
winkel PMC und PMD 

übertragen werden darf. Berücksichtigt man, dafs die be- 
trachteten Dreiecke eine gemeinschaßliche Seite haben und 
in einer zweiten Seite übereinstimmen, ferner, dals je zwei 
Dreiecke, die in zwei Seiten übereinstinunen, in dieselbe 
Lage gebracht werden können wie djie Dreiecke PMC und 
PMD, so ergeben sich die Sätze: 

Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten überein- 
stimmen, so ist die Beziehung zwischen den von 
diesen Seiten eingeschlossenen Winkeln auf deren 
Gegenseiten übertragbar. 

Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten überein- 
stimmen, so ist die Beziehung zwischen den dritten 
Seiten auf deren Gegenwinkel übertragbar. 

Übungen zu § 31. 

1. Haben zwei gleichschenkelige Dreiecke die Grund- 
linie gemein, so halbiert die Verbindungslinie der Spitzen 
die Winkel an den Spitzen und die gemeinschafüiche Grund- 
linie und steht auf der letztem senkrecht 

2. Jedes Lot zu der Halbierungslinie eines Winkels 
bestimmt mit den Schenkeln ein gleichschenkeliges Dreieck. 

3. Die durch die Spitze eines gleichschenkeligen Drei- 
ecks gezogene Parallele zur Grundlinie halbiert den AuTsen- 
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winkel an der Spitze und bestimmt mit den Halbierungs- 
linien der Basiswinkel ein gleichschenkeliges Dreieck. (Die 
Mittelsenkrechte der Grundlinie des gegebenen Dreiecks ist 
die Achse der Figur.) 

4. Die durch eine Ecke eines Dreiecks gezogene Parallele 
zu der Halbierungslinie eines Winkels (Aufsenwinkels) be- 
stimmt mit den Anseiten des Winkels (Aulsenwinkels) ein 
gleichschenkeliges Dreieck. 

5. Sind in dem Dreieck ABC die Punkte P und Q 
die Schnittpunkte des Kreises um C mit dem Radius CS 
und der Greraden ÄC, so sind PB und QB bezw. parallel 
zu den Halbierungslinien der Winkel in C. 

6. Die Halbierungslinien der Aufsenwinkel eines gleich- 
seitigen Dreiecks bestimmen ein neues gleichseitiges Dreieck. 

7. Jede Parallele zu einer Seite eines gleichschenkeligen 
(gleichseitigen) Dreiecks bestimmt mit den andern Seiten 
ein neues gleichschenkeliges (gleichseitiges) Dreieck. 

8. Wenn zwei Punkte auf den Schenkeln oder auf den 
Verlängenmgen der Schenkel eines gleichschenkeligen Dreiecks 
mit den Endpunkten der Gnmdlinie beziehungsweise gleiche 
Strecken begrenzen, so ist ihre Verbindungslinie zu der 
Grundlinie parallel, oder wird ihre Verbindungslinie durch 
die Grundlinie halbiert, je nachdem jene Punkte bezüglich 
der Grundlinie in derselben Halbebene oder in verschiedenen 
Halbebenen liegen. 

9. Die Achse eines gleichschenkeligen Dreiecks imd ihre 
Parallelen durch die Mittelpunkte der Schenkel teilen die 
Grundlinie in vier gleiche Teile. 

Vorbemerkungen. In jedem Dreieck sollen folgende*" 
Bezeichnungen gelten: 1) für die Ecken: Ä, Bf C; 2) für 
die Seiten: ÄB^c, ÄC=iy BC = a; 3) für die Winkel : 
^BAC=a, jCÄBC^ß, ^ÄCB=y; 4) für die 
Mittelpunkte der Seiten beziehungsweise: M^, Jfg, ^sf 
5) für Punkte, die auf den Seiten als gegeben vorausgesetzt 
werden, beziehungsweise: 81, 83, 6. 

Im gleichschenkeligen Dreieck bezeichnet c die Grundlinie, 

Bezüglich der Analyse wird auf das bei dem Streifeneck 
Gesagte verwiesen. 
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10. Ein Dreieck zu zeichnen aas: 

1) o, h, c 2) o, h, y 3) b, c, ß 

4) c, a, ß 5) h, y,ß 6) o + 6, a — h, y 

7)c,a — c,ß 8)a + b,b,a 9) J., Jf^, 95, 6 

10)Mi,Mt,Ms ll)^Jfi,JMg 12) C, o, Sl, ö, e 

13) c, o, C, «, 8 14) B, ß, M^, 9t 15) B, a, M^, ® 

16) ^ ß, Jfj, 6 17) 3fi, M,, y, 6 18) Jfi, Jfj, a, y 
19) ^, Jfi, /?, c 20) J^, Jfi, ^, y. 

11. Ein gleichschenkeliges Dreieck zu zeichnen, wenn 
man kennt: 

1) 6, c 2) c, a 3) &, y 

4) h, a 5) o, a 6) a, 6 + c 

1) a — c,h 8) Ml, M^, 6 9) C, It, », 6 

10) Jfi, M^, iß 11) Jfi, JMg, a 12) J^, Jlfg, a 

13) A, M^, y 14) B, Mt, c 15) B, Jf,, 6 

16) 31, ö, y, Jfs • 

12. Ein gleichseitiges Dreieck zu zeichnen, von dem 
man kennt: 

1) a 2) M^y M^ 3) Ä, Jfi 4) A, «, » 5) M^, », ß. 

§ 32. Die Seiten- und die WiDkelsätze. 

1. Jede Seite eines Dreiecks ist kleiner als die ge- 
brochene Linie, die von den beiden andern Seiten gebildet 
wird, also c<a + b. 

Soll die Seite c mit der Differenz der beiden andern 
Seiten a — b verglichen werden, so ist zu bemerken, dals 
c sich von c + b um dieselbe Gröfse imterscheidet, wie 
a — b von a. Da aber c + 6 > a ist, so folgt: c^a — b. 
So ergiebt sich der Satz: 

Jede Seite eines Dreiecks ist kleiner als die 
Summe der beiden andern, aber grofser als deren 
Differenz. 

Pfl leger, Blexnentare Planimetrie. 11 
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Fig. 100. 



2. Zieht man durch die Ecke C des Dreiecks AJBC 
den Strahl CF parallel zur Gegenseite AB (Fig. 100), so 
zerfällt der Aufsenwinkel an (7 in zwei Winkel, die nach 

den Sätzen über Streifen- 
winkel den Winkeln a 
und ß beziehungsweise 
gleich sind. Daraus folgen, 
die Sätze: 

Jeder Aufsenwinkel 
eines Dreiecks ist 
gleich der Summe der 
Innenwinkel an den 
beiden andern Ecken, 
oder: Jeder Innen- 
winkel eines Dreiecks 

ist gleich der Differenz zwischen dem Aufsenwinkel 

an einer zweiten Ecke und dem Innenwinkel an 

der dritten. 

Die Summe der Winkel eines Dreiecks ist gleich 

zwei Rechten. 

3. Aus den vorstehenden Sätzen ergeben sich die 
folgenden: 

Die Summe zweier Winkel eines Dreiecks und der 
dritte Winkel sind Supplementwinkel. 

Jeder Aufsenwinkel eines Dreiecks ist gröfser als jeder 
Innenwinkel an einer andern Ecke. 

Jeder Basiswinkel eines gleichschenkeligen Dreiecks ist 
gleich der Hälfte des Aufsenwinkels an der Spitze. 

Dreiecke, die in zwei Winkeln oder auch nur in der 
Summe von zwei Winkeln übereinstimmen, stimmen auch 
in dem dritten Winkel überein. 

Gleichschenkelige Dreiecke, die in einem Basiswinkel 
oder in dem Winkel an der Spitze übereinstimmen, sind 
winkelgleich. 

Jeder Winkel eines gleichseitigen Dreiecks betragt den 
dritten Teil von zwei Rechten. 

Ist ein Winkel eines Dreiecks stumpf oder ein Rechter, 
so ist jeder der beiden andern spitz. 

Auf Grund des letzten Satzes teilt man die Dreiecke in 
stümpfwinkelige, rechtwinkelige und spitzwinkelige 
ein. Die letzte Art umfafst die Dreiecke, in ^enen jeder 
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Winkel spitz ist. Die Gegenseite des rechten Winkels 
eines rechtwinkeligen Dreiecks heilst Hypotenuse, seine 
Anseiten nennt man Katheten. Man erkennt sofort die 
Richtigkeit der folgenden Sätze: 

Die G^enseite eines stumpfen Winkels ist die gröiste 
Seite des Dreiecks. 

Die Hypotenuse ist gröfser als jede Kathete desselben 
Dreiecks. 

Die Summe der spitzen Winkel eines rechtwinkeligen 
Dreiecks ist gleich einem Rechten. 

Übungen zu § 32. 

1. Die Summe der Verbindungslinien eines Punktes 
innerhalb eines Dreiecks mit den Endpunkten einer Seite 
ist kleiner als die Summe der beiden andern Seiten. (Siehe 
die Beweisfiihrung in § 26^ 1.) 

2. Gegeben eine Gerade und zwei Pimkte in derselben 
Halbebene bezüglich der Geraden. Für welchen Punkt der 
Geraden ist die Differenz der Verbindungslinien mit den 
gegebenen Punkten am gröfsten? 

3. Für jeden Punkte der auf der Parallele zur Grund- 
linie eines gleichschenkeligen Dreiecks durch die Spitze liegt, 
ist die halbe Summe der Abstände von den Endpunkten 
der Grundlinie grofser als jeder Schenkel. (Man benutze 
zum beweise den Punkt, der bezüglich jener Parallele zu 
einem Endpuiikte der 6^ndliIlie syLnetrisch Uegt) 

4. Unter allen Dreiecken, die eine Seite gemein haben, 
und deren dritte Ecken auf derselben Parallele zu der gemein- 
schaftlichen Seite liegen, hat das gleichschenkelige Dreieck 
den kleinsten Umfang. (Siehe Nr« 3.) 

5. Wenn zwei Winkel a und ß eines Dreiecks gegeben 
sind^ so soll der dritte gezeichnet werden. Wie drückt 
sich dieser durch a und ß aus? 

6. Wenn y der Winkel an der Spitze eines gleich- 
schenkeligen Dreiecks ist; einen Basiswinkel des Dreiecks 
(Aufsenwinkel an der Grundlinie) zu zeichnen. Wie drückt 
sich der gesuchte Winkel durch y aus? 

7. Wenn a ein Basiswinkel eines gleichschenkeligen Drei- 
ecks ist, so «oll der Winkel an der Spitze gezeichnet und 
durch a ausgedrückt werden. 

n* 



164 XI. Das Dreieck. 

8. Warum kann ein Aufsenwinkel an der Grundlinie 
eines gleichschenkeligen Dreiecks nicht spitz sein? 

9. Wenn a ein spitzer Winkel eines rechtwinkeligen 
Dreiecks ist, den andern spitzen Winkel zu zeichnen und 
durch a auszudrücken. 

10. Folgende Winkel zu zeichnen: 

2R R R 4 5 7 

"3"' 3' 6^ 3 ' 6 ' 6 

11. Jede Gerade, die in einem stumpfwinkeligen Dreieck 
einen spitzen Innenwinkel teilt, zerlegt das ürdreieck in 
zwei stumpfwinkelige Dreiecke. 

12. Ist die Summe zweier Winkel eines Dreiecks dem 
dritten gleich, so ist das Dreieck rechtwinkelig. 

Mit Hilfe dieses Satzes soll der Satz über den Winkel 
im Halbkreise bewiesen werden. 

13. Wird ein Dreieck durch die Verbindungslinie einer 
Ecke mit dem Mittelpunkte der Gegenseite in zwei gleich- 
schenkelige geteilt, so ist das Dreieck rechtwinkelig. 

14. Jedes rechtwinkelige Dreieck wird durch die Ver- 
bindungslinie des Mittelpunktes der Hypotenuse mit dem 
Scheitel des rechten Wiidiels in zwei gleichschenkelige Drei- 
ecke zerlegt. (Die Mittelsenkrechte einer Kathete halbiert 
die Hypotenuse.) 

15. Haben zwei gleichschenkelige Dreiecke den Winkel 
an der Spitze gemein, oder sind die Winkel an den Spitzen 
von zwei gleichschenkeligen Dreiecken Scheitelwinkel, so 
sind die Grundlinien parallel. 

16. Sind in zwei gleichschenkeligen Dreiecken die 
Winkel an den Spitzen Supplementwinkel, so ist jeder 
Basiswinkel des einen der Komplementwinkel von jedem 
Basiswinkel des andern. 

17. Welche Verlängerung einer Dreieckseite wird durch 
die Halbierungslinie des Aulsenwinkels an der Gegenecke 
geschnitten ? 

18. Welchen Bedingungen unterliegen die gegebenen 
Winkel bei folgenden Dreiecksaufgaben: 1) a, b, y; 
2) a^i, c, a; 3) y = R, 6, /9? 

19. Wenn drei Durchmesser eines Kreises diesen in 
sechs gleiche Sektoren teilen, wie grofs sind die Sehnen, 
die zu diesen Sektoren geholfen? 
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20. Die Beziehang zwischen einem Kreiswinkel und 
dem zugehörigen CentÄwinkel soll mit Hilfe von gleich- 
schenkeligen Dreiecken bewiesen werden. 

21. Wenn man von den Endpunkten einer Dreieckseite 
aus diese auf jeder der beideu andern Seiten und auf deren 
Verlängerungen abträgt und jeden der erhaltenen Endpunkte 
mit der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks verbindet, 
wie drücken sich die Winkel zwischen diesen Verbindungs- 
linien durch den Gegen^vinkel der abgetragenen Seite aus? 

22. Ist in einem rechtwinkeligen Dreieck der eine spitze 
Winkel doppelt so grofs wie der andere^ so ist die Hypo- 
tenuse doppelt so grofs wie die kleinere Kathete. Die Pro- 

jektion einer Strecke für einen Winkel (§ 30, 3), der gleich -^ 
ist, ist gleich der Hälfte der Strecke. 

23. Auf einem Durchmesser eines gegebenen Kreises 
einen Punkt zu finden, dessen Mittelpunktsabstand doppelt 
so grofs ist wie die von dem Punkte aus an den Kreis 
gelegte Tangente. 

24. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu zeichnen, wenn 
unter c die Hypotenuse verstanden wird, und gegeben sind: 

1) a, b 2) a, c 3) c, a 

4) a, a 5) /S, a 6) Ä, B, ?t 
7) Ä, C, 6 8) A, ^3, ö 9) B, M^, 6 

10) Ml, Jf,, 6 11) JJfg, Jf3, 6 12) C, M^, e 

13) A, Jtfg, a 14) B, 6, ß, % 15) C, M^, a 

16) Cy c, a, % 17) M^y a, », 6 18) A, 31, 85, 6 

19) A, ß, 31, 6 20) 6, Jfs, c, a 21) 31, », 6, M^ 

22) Jfg, C, a 23) Jtfg, C, a 24) Ay M^, a 

25) Ay M^y ß. 

25. Ein rechtwinkelig - gleichschenkeliges Dreieck zu 
zeichnen, wenn man kennt: 

1) C 2) 6 3) Ay %y 6 4) Ay Kj 

5) By M^ 6) Gy Jfg 7) By 31, » 8) Jfi, 8t, S5 
9) -Mg, SB, e 10) Ay Jfi 11) 5, a, 6 12) Jlfg, c, 6 

13) Jtfg, a, e 14) M^yhy% 15) ikf^, c, 31 16) M^y U, 

17) M^y Jfg 18) 31, », Jfg. 
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26. Wenn in dem Dreieck ABC^ in dem a> 6 ist, 
der Kreis um C mit dem Badins b die Seite BC in P, die 
Verlängerung von BG in Q, die Gerade AB in jB schneidet, 



so ist: l)P5=a — 6; 2)QB^a+b; 3)^PAB 



<^-ß. 



4) < QAB^ 90 + ^—ö^\ b)jCBCR ^ a — ß. Wie lauten 

die entsprechenden Ergebnisse, wenn um C der Kreis mit 
dem Radius a beschrieben wird? 

27, Ein Dreieck zu konstruieren, von dem gegeben sind: 

C — üf ttf ß 

b + c, tty y 
c — a, 6, a 
a + b, yy a — ß 

Cy y^ ß — (^ 

a — b, c, a — ß 

A, Jlfg, f8, a + b 

S, M2, Ms, b — c 

S, Mgf b — c, a, a 

Jfg, Mq, b— Cy a 

Ay ikfg, a — 6, a — ^ 

Jtfi, Jtfa, a + 6, y 

ö, Jfg, a + b, Cy a — ß 

28. Ein gleichschenkeliges Dreieck zu zeichnen, wenn 
gegeben sind: 

2) b + c, y S) a — c, y 

5) c — a, a 6) c — a, y 

8) a — c, y, Jfg,© 9) a+c,/S, Jlfg, » 



1] 


\a + b, ß,y 


2) 


3] 


) a + i, c, y 


4) 


5] 


1 6 — c, a, a 


6) 


7] 


1 c — 6, a, y 


8) 


9] 


1 6 a, y, ß a 


10) 


11] 


\ a + h, ß — a, e 


12) 


13] 


\ a, b, ß — a 


14) 


15] 


\ B, C, Q,,b + c 


16) 


17] 


)%fö,Mi,a + c, y 


18) 


19] 


1 M3, Ml, c — a,y 


20) 


21) 


\ B, Mg, a, a -\- b 


22) 


23] 


1 Ml, Mg, a,b + c 


24) 


25] 


16, C,B, ß — a, 


26) 


27] 


1 %, Ml, c — a',b, y — a 


28) 



1) a + c, a 

4:) a — Cy ß 

7) a + c, a, iJfa, 6 



10) a — c, y, Jfi, 31 11) ilfg, Jfg, a + c 12) ilfj, Jlfg, c-a. 

29. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu zeichnen, wenn 
man kennt: 
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l)a + bya 2) a — 6, /? 3)b — a,ß 

4) 6 + c, a 5) c — a, a 6) -4, a, a + 6, 95 

7)By ?[, 6 — a, c 8)M^yf8, a + b^a 9) -Mi, ?[, &-a, /5 

10) M^, ^, a, a—b 11) -Mi, JMg, a + 6 12)Jlf2, -Mi, a + 6 

13) Jfi, JJfg, 6~a 14) -Ml, JJfg, a-ft 15) «, SB, M^, a+b. 

30. Ein rechtwinkelig -gleichschenkeliges Dreieck zu 
zeichnen, von dem man kennt: 

l)a + c 2)c — a 3)S, -Mg, 6 + c. 

31. Ein Parallelogramm zu zeichnen, wenn der Umfang 
durch 2s ausgedrückt wird, und gegeben sind: 

1) a + b, ß,e 2) 6 — a, /8, < (ae) 

3)c-d,ßyf 4)2«, y,<(a/) 

5) 28,ß,f 6) e-a, 6,<(ce) 

7) 6 + /; y, c 8) a — b, e,j^{de) — ^(ae) 

9)e + f, a^{ef) 10) e - /", c, <(a/) - ^{ae) 

11) a + b, ßf \ 12) a — b, ß^h^. 

32. Ein Rechteck zu zeichnen, von dem man kennt: 

!)& — «,/• 2) 25, e 3)c — a, <(ae) 4)a + e, <(c/) 

5)2s,<(e/), 

33. Einen Rhombus zu zeichnen, wenn man kennt: 

I) a + e,a 2) f—a,ß S) e + f,y 4) e — f, d 5) 2«, h. 

34. Ein Quadrat zu zeichnen aus: 

l)a + e 2)e — a 3) M^,^,a + e 4) 6, S, c — a 

5) 31, JMi, e — a. 

35. Ein Dreieck zu zeichnen, wenn der Umfang mit 2 s 
bezeichnet wird, und gegeben sind: 

1) 2s, a + 6 — c, y 2)a — b + c, a + b — Cfß 

3) b + c — a, b — c + Ufy — a 4) a + c — b, d, ß 

b) b + a — c, a, ß 6) 2s, a, ß 

7) 2s, a, y 8) Jtfi, Jlf,, 2s, /5 

9) M^, Jlfg, 2s, a 10) Jfi, Jlfg, 6 + c — a, a 

II) Jtfi, -Mg,« — 6 + c, y 12) -Ml, -Mg, 2s, a + 6— c. 
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36. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu zeichnen, von dem 
man kennt: 

l)25,a 2) c + b^-a^a 3) a + b — c,ß 4) M^, M^,2s 

5) M^f jWg, b + c — a. 

§ 33. Die ausgezeichneten Linien des Dreiecks. 

1. Zu jeder Seite gehört eine Mittelsenkrechte. Wie 
in § 20, 2 bewiesen wurde, schneiden sich die drei Mittel- 
senkrechten in einem Punkte ET, dem Mittelpunkte des 
durch die drei Ecken bestimmten Kreises. Dieser Kreis 
heifst der Umkreis des Dreiecks. 

Unter der Länge der Mittelsenkrechten versteht man 
den Abschnitt, der durch den Mittelpunkt der zugehörigen 
Seite und den Mittelpunkt des Umkreises begrenzt wird. 

2. Die Halbierungslinien der Winkel a und ß bestimmen 
mit der Seite AB zwei nicht entsprechende Winkel, deren 

Summe 9+5 kleiner als ein Rechter ist; folglich schneiden 

sie sich (§21, 8). Der Schnittpunkt J hat sowohl von 
den Geraden AB und -4(7 als auch von den Geraden 
BA und BC gleiche Abstände. Folglich ergiebt sich: 
1) J hat auch von CA und CB gleiche Abstände und liegt 
daher auf der Halbierungslinie von y, 2) J hat gleiche Ab- 
stände von den drei Seiten des Dreiecks und ist daher 
Mittelpunkt eines Kreises, der die drei Seiten berührt. 
Dieser Kreis heifst der Inkreis des Dreiecks. 

Die Halbierungslinien der Aufsenwinkel in B und in C 
bestimmen mit B G zwei nicht entsprechende Winkel, deren 

ß y 

Summe a + h^ + ^ kleiner als 2Ü ist; folglich schneiden 

sie sich. Der Schnittpunkt K^ hat sowohl von den Ge- 
raden A C und J5 C als auch von den Geraden BC und AB 
gleiche Abstände. Somit ergiebt sich: 1) K^ hat auch von 
AC und AB gleiche Abstände und liegt deshalb auf der 
Halbierungslinie von a, 2) Kj^ hat von den drei Seiten 
gleiche Abstände und ist daher Mittelpunkt eines Kreises, 
der die drei Seiten berührt. Dieser Kreis heifst ein An- 
kreis des Dreiecks. Somit erhalten wir den Satz: 

Die Halbierungslinien der Winkel eines Drei- 
ecks schneiden sich in einem Punkte. 
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Je zwei Halbierungslinien von Aufsenwinkeln 
und die Halbierungslinie des Innenwinkels an der 
dritten Ecke schneiden sich in einem Punkte. 

Die vier Punkte, in denen sich die Winkel- 
halbierenden eines Dreiecks zu dreien schneiden, 
sind die Mittelpunkte der vier Berührungskreise. 

Als Lange einer Winkelhalbierenden bezeichnet man 
ihren Abschnitt zwischen der zugehörigen Ecke und deren 
Gegenseite. 

3. Das von einer Ecke auf die Gegenseite gefällte Lot 
heift Höhe des Dreiecks. Im rechtwinkeligen Dreieck 
fallen zwei Höhen mit den Katheten zusammen; bei dem 
stumpfwinkeligen liegen die Höhen, welche auf den An- 
seiten des stumpfen 
Winkels senkrecht 
stehen, auiserhalb des 
Dreiecks. 

Zieht man durch 
jede Ek;ke eines Drei- 
ecks die Parallele zu 
derGegenseite(Fig.l01), 
so bestimmen je zwei 
Seiten des Dreiecks und 
die zugehörigen Parallelen ein Parallelogramm. Somit sind 
die Ecken des Urdreiecks die Mittelpunkte der Seiten des 
durch die Parallelen gebildeten Dreiecks, und die Höhen 
des Urdreiecks die Mittelsenkrechten der Seiten des neuen 
Dreiecks. Also folgt: 

Die drei Höhen eines Dreiecks schneiden sich 
in einem Punkte. 

Jede Höhe eines Dreiecks ist der Abstand einer Ecke 
von deren Gegenseite. 

4. Die Verbindungslinie einer Ecke mit dem Mittel- 
punkte der Gegenseite heilst Mittellinie. 

Wenn man durch die Ecken B und C des Dreiecks ABC 
die Parallelen zu den 
Gegenseiten zieht 

(Fig. 102), so bestimmen 
die Parsdlelen mit BC 
ein neues Dreieck J5 CD, .^j. 
welches mit dem Ur- pig. 102. 




Fig. 101. 
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dreieck ein Parallelogramm bildet. Die Diagonale AD 
des Parallelogramms setzt sich aus zwei Mittellinien der 
beiden Dreiecke zusammen. Die von B und Ü aus- 
gehenden Mittellinien verbinden im Parallelogramm ABD C 
zwei Gegenecken mit den Mittelpunkten der Seiten und 
schneiden sich daher zu zweien auf der Diagonale ADy 
welche durch die Schnittpunkte in drei gleiche geteilt 
wird (§ 23, 6). Der mittlere Teil wird aber durch BC 
halbiert, somit wird die zu A gehörige Mittellinie des 
Dreiecks ABC durch den Schnittpunkt der andern so 
geteilt, dafs der von der Ecke A ausgehende Abschnitt 
doppelt so grofs ist wie der von der Seite BC begrenzte. 
Wenn man jenen Abschnitt als den obern, diesen als den 
untern bezeichnet und berücksichtigt, da(s der geführte 
Beweis auf die andern Mittellinien übertragbar ist, so erhält 
man den Satz: 

Die Mittellinien eines Dreiecks schneiden sich 
in einem Punkte und teilen sich so, dafs der obere 
Abschnitt jeder Mittellinie doppelt so grofs wie 
der untere ist. 

5. Die Mittelsenkrechten der Seiten, die Winkel- 
halbierenden, die Höhen und die Mittellinien heifsen die 
ausgezeichneten Linien des Dreiecks; ihre Schnittpunkte 
mit den Seiten nennt man ihre Fulspunkte. 

Wenn in einem Dreieck die Mittelsenkrechte einer Seite 
mit einer der übrigen ausgezeichneten Linien, die zu der- 
selben Seite gehören, zusammenfällt, so geht sie durch die 
Gegenecke der zu ihr gehörigen Seite; das Dreieck ist also 
gleichschenkelig. 

Fällt in dem Dreieck AB C eine Höhe mit. der zu- 
gehörigen Mittellinie zusammen, so ist die Höhe die Mittel- 
senkrechte der zu ihr gehörigen Seite, und das Dreieck ist 
gleichschenkelig. 

Fällt die zu AB gehörige Höhe mit der Halbierungs- 
linie des Winkels y zusammen, so ist sie sowohl für AB 
als auch für den Winkel ACB eine Achse, folglich auch 
für die Punkte A und B] das Dreieck ist daher gleich- 
schenkelig. 

Wenn die Halbierungslinie des Winkels y und die zu- 
gehörige Mittellinie CM in derselben Geraden liegen, so 
klappe man die durch die Winkelhalbierende bestimmten 
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Halbebenen zusammen. Dadurch kommen die Strahlen CA 
und GB zur Deckung. Von zwei Annahmen muis nun die 
eine zutreflFen: entweder werden auch die Punkte A und B 
zur Deckung gebracht, oder B und A decken sich nicht. 
Im letztem Falle würde ein gleichschenkeliges Dreieck ABM 
entstehen, in dem von den beiden Winkeln a und ß der eine 
ein Basiswinkel, der andere ein Aufsenwinkel an der Grund- 
linie wäre. Somit würden die Winkel a und ß Supplement- 
winkel sein, und, da sie gleich sind, jeder emen Rechten 
betragen. Da nun ein Basiswinkel eines gleichschenkeligen 
Dreiecks kein Rechter sein kann, so ist die zweite Annale 
unzulässig; mithin die erste, dals A und B durch Zusammen- 
klappen der Halbebenen zur Deckung kommen, die zutreffende. 
Wir erhalten also den Satz: 

Wenn von den vier ausgezeichneten Linien, 
die zu derselben Seite eines Dreiecks gehören, 
zwei zusammenfallen, so ist das Dreieck gleich- 
schenkelig. 

Übungen zu § 33. 

Vorbemerkungen. Im Dreieck sollen folgende Be- 
zeichnungen Anwendung finden: 1) für die Fufspunkte der 
Höhen: H^ auf der Seite a, H^ auf der Seite 6, JTg auf der 
Seite c\ 2) für die Fufspunkte der Halbierungslinien der 
Winkel beziehungsweise: W^jW^yW^ für die Lmenwinkel, 
W{y Wif Ws für die Aufsenwinkel; 3) für die Mittelsenk- 
rechten, die Höhen, die Winkelhalbierenden und die Mittel- 
linien beziehungsweise: «i, 52, Sg, Äi, Ä2> Äs, «?i, t<?2> ^s^ ^u ^4, 
ufsy Wi, m^, m^; 4) für den Schnittpui^t der drei Höhen H, 
den der drei Mittellinien Jtf, den Mittelpunkt des Umkreises 
Z7, die Mittelpunkte der Berührungskreise beziehungsweise: 
Jy K^y K^y K^; 5) für den Radius des Umkreises: r, für die 
Radien der Berührungskreise beziehungsweise: Q9 Qtf g^} Gsl 
6) für die Berührungspunkte der Seiten und der Berührungs- 
kreise: A'y B\ C* für den Inkreis und beziehungsweise: A^y 
J5i, CjL, A^y -Bg, Cg, A^y Bg, Gq für die Ankreise; 7) für die 
Projektioneu der Seiten a und b auf c: Og und 63, der 
Seiten i und c auf a: h^ und q, der Seiten c und a auf 6: 
Cg und a^'y 8) für die Abschnitte, welche die Fulspunkte der 
Winkelhalbierenden mit den Ecken bestimmen: AWs=isy 
BWs^as, AW^^Ky jBF8'=ai, BW,=r^Cu CW.^hy 
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CWi = ai; 9) für einen Punkt auf einer Seite oder aus- 
gezeichneten Linie des Dreiecks der entsprechende Buchstabe 
des grofsen deutschen Alphabetes. 

1. Die Mittelsenkrechten der Seiten eines Dreiecks 
und die Mittellinien mit Hilfe je dreier Kreise zu zeichnen, 
die Halbierungslinien der Winkel (der Aufsenwinkel) und 
die Höhen mit Hilfe von je vier Kreisen. 

2. In ähnlicher Weise wie bei den Winkelhalbierenden 
soll bewiesen werden, dafs je zwei Höhen (Mittellinien) eines 
Dreiecks sich schneiden (§21, 8). 

3. Jeder Kreis, der die Centrale zweier Berührungs- 
kreise eines Dreiecks zum Durchmesser hat, geht durch 
zwei Ecken. 

4. Welches ist der Ort für alle Punkte, für welche die 
Summe (Differenz) der Abstände von der Grundlinie und 
von der Halbierungslinie des Winkels an der Spitze eines 
gleichschenkeligen Dreiecks gleich der zur Grundlinie ge- 
hörigen Höhe ist? (Siehe § 25, 2.) 

5. Im gleichschenkeligen Dreieck sind je zwei gleich- 
artige ausgezeichnete Linien, die zu den Schenkeln gehören, 
einander gleich. Jede Gerade, die die Fufspunkte von zwei 
solchen Linien verbindet, ist zur Grundlinie parallel. (Die 
Figur ist symmetrisch.) 

6. Welche Beziehung haben drei Winkelhalbierende 
eines Dreiecks, die durch einen und denselben Punkt 
gelicn, zu dem Dreieck, dessen Seiten die übrigen Winkel- 
halbierenden sind? 

7. In ein gleichseitiges preieck drei gleiche Kreise so 
zu zeichnen, dafs jeder zwei Seiten und die beiden andern 
Kreise berührt (Jeder Mittelpunkt liegt auf einer Achse 
des gegebenen Dreiecks, welche selbst wieder eine Achse 
des durch die Mittelpunkte bestimmten Dreiecks und eine 
gemeinschaftliche Tangente von zwei Ej'eisen ist. Somit 
hat auch jeder Mittelpunkt gleiche Abstände von einer Seite 
imd der zugehörigen Höhe.) 

8. Sowohl die Summe der drei Höhen als auch die 
Summe der drei Mittellinien ist kleiner als der Umfang 
des Dreiecks, die erste Summe ist aber kleiner als die zweite. 

9. Die Abschnitte Qg und bg (ag und ii), a^ und b^ 
sollen bezw. mit den Seiten a und b verglichen werden. 
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(Man vergleiche die Gegenwinkel von a und ttg in dem 
Dreieck CBWq u. s. w.) 

10. In jedem Dreieck ist die Summe der Halbierungs- 
linien der Innenwinkel, im spitzwinkeligen auch die Summe 
der Höhen, gröfser als der halbe Umfang. 

11. Der Abstand des Schnittpunktes der Mittellinien 
von einer Dreieckseite ist gleich dem dritten Teile der zu 
der Seite gehörigen Höhe. (Man betrachte die Mittellinie 
als Querstrecke eines Streifens, dessen einer Rand die zu- 
gehörige Seite ist.) 

12. Zieht man durch eine Ecke eines Dreiecks die 
Parallele zu einer nicht zugehörigen Mittellinie, so wird auf 
der Parallele durch die Ecke und den Schnittpunkt mit der 
Gegenseite ein Abschnitt bestimmt, der doppelt so grols 
wie jene Mittellinie ist, und auf der Verlängerung der 
Gegenseite der Ecke ein Abschnitt, der der Gegenseite 
gleich ist. (Die Parallele ist Seite eines Parallelogramms, 
in dem die Mittellinie des Dreiecks die Hälfle einer Mittel- 
linie ist.) 

13. Die Mittelsenkrechte einer Dreieckseite schneidet 
die Halbierungslinien der Winkel an der Gegenecke auf 
dem Umkreise. 

14. Der Umkreis eines Dreiecks halbiert die Centralen 
von je zwei Berührungskreisen. (Siehe Nr. 3 und 13.) 

15. Wenn man um die Ecke C des Dreiecks ABC, 
in dem a>b ist, den Kreis mit dem Radius Ä C beschreibt, 
der AB in Q, das in A auf AB errichtete Lot in 8 und 
^C in P und P' schneidet, so ist: 1) AS=2hQ, 
2) < 8CB = 2B — (a — ß), 3) BQ = a^ — 63 oder 
-B Q = «3 + &8 > j^ nachdem a < B oder a > B ist, 
4) PWs « bs, 5) < PW,B - a - /?, 6) P'FJ = bi, 
7) ^rWiB^^a^ß. 

Welche Beziehungen erhält man, wenn der Kreis um C 
mit der gröfsem Seite BC beschrieben, und in B das Lot 
auf AB errichtet wird? 

16. Wenn von zwei Seiten eines Dreiecks jede auf der 
andern (auf der Verlängerung der andern) von dem gemein- 
schaftlichen Endpunkte aus abgetragen wird, so geht die 
Verbindungslinie der erhaltenen Endpunkte,, durch den 
Fusspunkt einer Winkelhalbierenden. (§ 19, Übung Nr. 7.) 
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17. Der Abstand der Mittelsenkrechten einer Seite und der 
zugehörigen Höhe ist gleich der halben Differenz oder gleich 
der halben Summe der Projektionen der beiden andern 
Seiten auf die zu der Höhe gehörigen^ je nachdem diese 
Seite zwei spitze oder nur einen spitzen Anwinkel hat 

18. Dem einen von zwei gegebenen Kreisen ein recht- 
winkeliges Dreieck so einzuschreiben^ dafs die Hypotenuse 
und eine Kathete den zweiten Ejreis berühren. 

19. Dem einen von zwei gegebenen Kreisen ein recht- 
winkeliges Dreieck einzuschreiben, dessen Katheten den 
zweiten Ejreis berühren. 

20. Dem einen von zwei gegebenen Elreisen ein gleich- 
schenkeliges Dreieck einzuschreiben, dessen Schenkel den 
zweiten Kreis berühren. 

21. Einem gegebenen Kreise ein Dreieck so einzu- 
schreiben, dais zwei Seiten desselben einen gegebenen Kreis 
berühren, imd der von ihnen eingeschlossene Winkel einem 
gegebenen Winkel gleich ist. 

22. In jedem Dreieck ist: 

1) M,H,^^^ cyäev M,Hs = ^-^; 

2) M,W, = ?2^ oder M,W, = ^-"^ 



3) M, Wi = 



2 — »■■» 2 

o's + bi 



2 ' 
4) WgHa = ttj ± «8 oder 

Wslfs = 03 — dg; W^Ht = ai±a». 

23. In dem Dreiecke ABC ist: 

2)< C TT^B = I - I oder ^^CWiB = ^-^; 
3) ^H,CW, = UCW, und < ÜCW, = § - | 



oder 



^ÜCW,= ^-^. 
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(Bei (3) berücksichtige man, dafs die Winkel ACÜ und 
BCU Basiswinkel von gleichschenkeligen Dreiecken sind, 
in denen der Winkel an der Spitze ein Centriwinkel des 
Umkreises ist.) 

24. In dem Dreieck ABC sollen folgende Winkel 
durch die Winkel des Dreiecks ausgedrückt werden: 1) die 
Winkel der Dreiecke, deren Ecken Berührungspunkte des- 
selben Berührungskreises mit den Seiten sind, 2) die 
Winkel der Dreiecke, deren f}cken Mittelpunkte von Be- 
ruhrungskreisen sind. 

25. Wenn in einem Dreieck, das weder gleichseitig 
noch gleichschenkelig ist, ^ (fn^w^) = (h^w^) ist, so ist das 
Dreieck rechtwinkelig. (Siehe Nr. 23.) 

26. Einem gegebenen Kreise ein Dreieck so einzuschreiben, 
dafs zwei Seiten einen gegebenen Kreis berühren, und die 
Differenz ihrer Gegenwinkel einem gegebenen Winkel gleich 
ist. (Unter Berücksichtigiing von Nr. 23, 3 ergiebt sich, 
dafs die Schenkel eines bekannten Winkels beziehungsweise 
durch die Mittelpunkte der gegebenen Kreise gehen.) 

27. In welcher Beziehung stehen zu den Winkel- 
halbierenden eines Dreiecks die Seiten deijenigen Dreiecke, 
deren Ecken Berührungspunkte desselben Beruhrungskreises 
mit den Seiten des ersten Dreiecks sind? 

28. Zieht man zu einer Dreieckseite (a) die Parallelen 
im Abstände einer nicht zugehörigen Höhe (A^)» und zu der 
Seite, welche zu dieser Höhe gehört, die Parallele durch 
die Gegenecke, so erhält man zwei Rhomben mit einer ge- 
meinschaftlichen Seite. In der Figur sollen folgende Strecken 
angesucht werden: 1) 6 + a 2) b — a 3) Äj+ä^ 4) ä^ — ^• 

29. Die Abschnitte, die auf zwei Dreiec^eiten durch 
die Berührungspunkte des Inkreises und eine und dieselbe 
Ecke begrenzt werden, sind um die. Gegenseite dieser Ecke 
kleiner fds der halbe Umfang des Dreiecks. (Satz über die 
Gleichheit zweier Tangenten.) 

30. Die Abschnitte, welche auf den Schenkeln eines 
Innenwinkels eines Dreiecks dm*ch die Berührungspunkte 
des zugehörigen Ankreises und den Scheitel jenes Winkels 
begrenzt werden, sind gleich dem halben Umfang. 

31. In dem Dreieck ABC gelten folgende Beziehungen: 
1) BCi^AC^^s — c; 2) AC^ = s — b und BC^^s — a; 
3) C'C^=a und C'C^ = b; 4) C^ C, = a + 6 und 
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C'Cs = a — & oder C'C^ = 6 — a; 5) M^ C^ = M^ (7, und 
jlfg C^ = Jfg C". In welchem Trapezoid der Figur ist wegen 5) 
die Mittelsenkrechte einer Dreieckseite die za den Schenkeln 
gehörige Mittellinie? 

32. Im rechtwinkeligen Dreieck ist die Summe der 
ßadien der Berührungskreise gleich dem Umfang. (Siehe 
Nr. 29 — 31. Jeder Radius kann als Kathete eines recht- 
winkelig-gleichschenkeligen Dreiecks betrachtet werden.) 

33. Wenn zwei Dreiecke in einer Seite übereinstimmen, 
und deren Gegenwinkel gleich oder Supplementwinkel sind, 
so sind die Umkreise beider Dreiecke gleich. (Man denke 
sich das eine Dreieck so verschoben, dafs es mit dem 
andern Dreieck jene Seite gemein hat, und beide Dreiecke 
bezüglich der gemeinschaftlichen Seite in derselben Halb- 
ebene, beziehungsweise in verschiedenen Halbebenen liegen.) 

34. Fällt man von einem Punkte des Umkreises eines 
Dreiecks die Lote auf die Seiten, so liegen die Fufspunkte 
in einer Geraden (Simpsonsche Gerade). (Sind X, Y, Z die 
Fufspunkte der von P auf die Seiten a, b, c gefällten 
Lote, so liegen die Punkte P, X, Y, C und P, J., F, Z auf je 
einem und demselben Kreise. Hieraus folgt: «^ X YC=XPC 
und: ^ZYA=^ZPÄ. Es ist aber: ^ÄPC^2B — ß 
= ^XPZ, folgKch: ^APC -^ ZPG^XPZ— ZPC 
oder ^ZYA^XYC) 

35. Die Höhen eines Dreiecks halbieren die Winkel 
des Dreiecks der Höhenfufspunkte. (Der Schnittpunkt der 
Höhen, eine Ecke und die Fufspunkte der nicht zugehörigen 
Höhen liegen auf einem und demselben Kreise.) 

36. Jeder Kreis, der durch den Schnittpunkt der Höhen 
eines Dreiecks und zwei Ecken bestimmt wird, ist dem 
Umkreise des Dreiecks kongruent. (Siehe Nr. 33.) 

37. Ein Dreieck zu zeichnen aus: 

1) Ay H^y jffg 2) Ay H^y Hg 3) H, H^y H^ 

4) Hy H^y §1, % 5) Ay By H 6) H,y M^y ^y S 

7) H^y M,, M, 8) ^3, M^y M, 9) H,y Fi, M^ 

10) Cy H,y W, 11) H,y My M, 12) Cy H, y SB», ^1 

13) Hsy K,y Wi 14) Ss, Jfs, a»i, a»3 15) Fs, FJ, ilf| 

16) Fi, wiy j 17) Wi, jy e, ass 18) Jfi, M,y », e 

19) M,y Jfg, U 20) My M^ y M^ 21) My 2t, », C 
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22) M, Ä, B 23) Jlfj, Ay J 24) Jtf,, fli, «, 6 

25) Jf, ^, Jfj 26) Zi, «7, Z, 27) ^1, JEi, J^g 

28) iTi, ü;, Jtfj 29) Zi,Z2,3Bi,aB3 30) K^,K^,m^,^^ 

31) J, ITj, Jfg 32) J, JTs, ö, 6 33) «7", A J5 

34) Zj, «t; aBi,aB8 35) jr^, «/•, 3382% e 36) E7;F8,^3,i8-a. 

Vorbemerkung. Bei den folgenden Angaben soll 
aus je einer Nummer von I und von 11 eine Aufgabe ge- 
bildet werden. Für die Lösungen kommen von den vor- 
stehenden Sätzen besonders die folgenden in Betracht: 
11, 13, 15, 17, 22, 23, 28—31. Den über die Konstruktion 
von Streifenecken gemachten Bemerkungen ist noch hinzu- 
zufügen: Wenn nach FesÜegong einer Ecke oder zweier 
Gcken für die fehlenden Ecken nicht unmittelbar Orte an- 
gegeben werden können, so suche man, nachdem die. ge- 
gebenen Grofsen in die Figur eingetragen oder auf Grund 
von Sätzen in der Figur aufgesucht worden sind, ein Drei- 
eck, für welches drei Stücke, von denen mindestens eines 
kein Winkel ist, durch die gestellte Aufgabe gegeben sind. 
Nachdem dieses Hilfsdreieck als konstruierbar erkannt ist, 
benutze man es nebst den noch nicht verwerteten Angaben, 
um Orte für die Ecken des gesuchten Dreiecks abzuleiten. 
Bei Aufgaben, in denen eine Mittellinie gegeben ist, be- 
denke man, dais in jedem Dreieck der Fufspunkt einer 
Mittellinie als Schnittpunkt der Diagonalen eines Parallelo- 
gramms betrachtet werden kann, und dais durch drei Ecken 
des Parallelogramms auch die vierte bestimmt ist. Siehe 
auch § 22, Übung Nr. 10. 

38. I. 1) a, A3 2) »8, /» 3) »8, <(»8«) 4) Ä«, a, 
5) a, ß 6) a, «8 7) i^i «s 8) « + *si ß 9) a — Ä», a^ 
10)081^(^3») II) a + a^,ß 12)a — «3, A3 1^)1^ — a^,ß 

14) ^ + 08, ^(oÄs) 15) 08 — Ä8, a. 

II. 1) 6 2) c 3) y 4) a 5) )8 — a 6) h^ 7) h, 
8) Wi 9) m^ 10) W8 11) M?2 12) w^ 13) wi 14) w'^ 

15) <Ko) 16) <Ko) 17) <(mio) 18) 6^ 19) q 
20) 63 21) Og 22) 08 23) a^ 24) s^ 25) 8^ 26) a + 6 
27) fc — a 28) 6 ± c 2Q) a + c 30) c — a 31) y — a 
32) /8 — y 33) a + 6 + c 34) a + c — 6 35) 6 + c — a 

Pfliegar, Blementore Plaiilin«trie. 12 
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36)6±»8 37)m8±Äj 38)bs±(h ^9) (\±a^)^(bs-a^) 
40) (bi + ai) - (»8 ± a«) 41) r 42) ^ 43) g, 44) ^^ 
50) Qs 51) Äg + ö 53) ö, -h^. 

39. L 1) wa, Äg 2) m«, ^(cm«) 3) h^, ^{cm^) 4) Ä^, 
^8 ± «8 5) *8 + »»3^ <(c^) 6) mj — Äg, ig ± «3 

7) Wg, ^KÄg) 8) Äg, ^KÄg) 9) ^KÄg), 63 ±«8 

10) \±(hy <(cm^) 11) mg, ftg ±«8• 
^. l)a 2)c 3)a 4)y ö)ß — a 6) *i 7) iWi 8) Wg 
9) wi 10)68 11) «3 12) r 13)c±m3 14)a + ffi3 
15) c + Äg 16)Ä3±S8 17) ^Kmg) 18) <lmiÄg) 
19) bg - ag 20) hi + ai 21) (6g ± ag) - {6g - ag) 
22) (6g ± ag) + (6g - ag) 23) (6g' + aS) - (6g ± Og) 

24) (6f + a80 + (63+ag). 

40. I. 1) c, Äg. 

n. 1) a 2) y 3)/5 — a A) m^ 5) Wg 6) ag 7)63 + 03 
8) < (awi) 9) < (amg) 10) < (m^Ws,) 11) < (WiWg). 

41. I. 1) mg, c, 

n. 1) a 2) a 3) y 4) m^ 5) < (amg) 6) < (cnig) 

7) < (cmjj) 8) < (miWa) 9) < (m^mg). 

42. I. 1) c,<(cmi). 

II. 1) m^ + mjj 2) < (cmg) 3) < (mim^) 4) < (mamg) 

5) &8 + »3- 

43. L 1) a, mg. 

IL 1) 6 2) c 3) a 4) /5 5) y 6)< (amg) 7) <(6ws) 

8) < (cmg). 

44. I. 1) m^f m^. 

IL 1) a 2) c 3) mg 4) <^{mj^m^) 5) < (cm^) 
6) <'(ami). 

45. I. 1) m^ +m2, < (m^mg). 

n. 1) c 2) < (cmi) 3) mg 4) < (mimg). 

46. L 1) < (amg), < (6m3). 

II. 1) a 2) a ± 6 3) m^ 4) h^ 5) a^- 
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47. I. 1) Wg, y. 

n. 1) a 2) b±a 3) < (bm^) 4) < (bm^). 

48. I 1) Wg, Äi 2) m3,<(Äim8) 3) m^y^iam^) 
4) Äi, <(a, w») 5) Äi, <(AiW3). 

IL 1) a 2) b 3) c 4) a 5) /5 6) y 7) b±a 
8) Äj 9) ^2 10) bi. 

49. L 1) c, »«3 + * 2) c, a — m^. 

IL 1) ^ 2) <(cm^) 3) <(am3) 4) Äi- 

50. L 1) c, Sg 2) r, Sg 3) r, c 4) r + Sgi « 5) Sg, y 
6) r, y 7) r+Sg, y. 

IL 1) o 2) a 3) a — /8 4) Ä^ 5) Äg 6) m^ 7) s^ 

8) Og 9) q 10) ö 11)^1 12) ög 13) a±c 14)6 + c 
lb)b±a 16) 6g±ag 17)Äg + «8 18)wjg±r \9)r±s^ 
20) bg — as 21) bg' + ai 22) < (mgÄg). 

51. L 1) r, Äg — Sg 2) r, 6g + Og 3) r + Äg — Sg, 

&3±»3 4) r + fts + ös^ /5 — a &) *•* ^ — « 6) Äg — Sg, 

/S — a 7) r + Äg +«8^ /* — « 8) Äg — Sg, ftg +«3- 

n. 1) a 2) c 3) a 4) y 5) Äg 6) m^ 7) «i^g 8) m?8' 

9) Si 10) ba — Og 11) bi + a»'. 

O^. X. X) ^1 9 ^8* 

n. 1) ^ 2)< («i«,) 3) h. 

53. I. 1) Sg, b^+d^' 

IL 1) c 2) )8 — a 3) Äg 4) m^ 5) 6g 6) Äg + r. 

54. L 1) Ws, ß — a 2) w^g, Äg 3) w^, a^ + a^ 4) Äg, 
ß — a 5) ttg ± «g, i» — a 6) Äg, Qg ± «g 7) «1?«', ß — a 

8) «78, Äg 9) «78', ai ± «8 10) ttg + «8, ß — Q 11) «l?3 ± hy 

ß — a 12) Äg + (ag + ag), ß — a 13) wi + k,, ß — a 

14) Äg ± (a» + «8) , ß — a 15) Äg + (ag + »3) > ^3 

16) Jh±{(ii±as), wi 17) (63 + 03) -(bg — 03), /8 — a 

18) (63 + ag) — (bg — Qg), Äg 19) (63 ± ttg) — (bg " Qg), Wg 

20) (bi + agO — (6s + a»), i» ~ a 21) (bi + ai) — (63 ± ag), h 
22) (bg' + 080 — (6s ±«8), <• 

12* 
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n. 1) o 2) ß 3) y 4) Og 5) bg 6) a^ 7) r 8) e 
9)ei 10)^8 11) Y-a 12)ß-Y lS)h±Q 14)Ä,±ei 
15) Ä, ± e, 16) A, ± r 17) bg - Og 18) bg' + a«' 

19) 6g ± Og 20) ßi + e, 21) r + Sg. 

55. I. 1) Wt, Wa 2) Wg + Wg, /? — a 3) Og + 0», «Og 
4) Og + Os, wi 5) Og + 0», ß — a 6) bg — bg, Wg 

7) b.' — bg, wi 8) bg' — bg, ^ — a 9) bg' — bg, h,. 

II. l)a 2) y 3) a 4) Og 5) b,' 6) e 7) Qi 8) e* 

9) y-a 10)ß-y 11) Äg ± g 12) Ag ± e^ 13) ßs ± Äj 
14)ei + es 15)»- 16) r + Sg. 

56. I. 1) e, a 2) Q, s — a 3) a, s — «. 

n. 1) « 2) 6 3) ^ 4) Äg 5) y 6) ß — a 1) ß—y 

8) ftg 9) bg . 10) 6 — o 11) c — a 12) 2s 13) « — J 
14) ßi 15) ßg 16) e, — e 17) ßg + e 18) ä» + e 19) r. 

57. I. 1) Q, ß — a 2) {& — «) — (bg — Og), /5 — a 
3) (6 — o) — (bg — Og), Q. 

IL 1) s — o 2) a 3) y 4) /5 — y 5) y — a 6) Äg 
7)08 8) Og + Og' 9) Og+Og 10)b8' — b» 11) bg — Og 

12) es 13)r — Sg. 

58. I. 1) gl, ß 2) Qi, s — c Z) ß, a + h — c. 

n. 1) o 2) c 3) a 4) y b) ß — a 6) 2s 7) a + 6 
8) c — 6 9) o + c — 6 10) 6 + c — a 11) A^ 12) A, 

13) Og 14) Og 15) Og' 16) Q 17) Qt 18) es- 

. 59. I. 1) gl, s 2) ßi, a 3) a, s. 
n. 1) o 2) 6 3) c 4) A, 5) A, 6) ^ 7) y 
8) /? — a 9) ß — y 10) bg' 11) C^' 12) q 13) g, 14) gg 

i5)ei + e» i6)es— ei i^jAg-^i i8)o+i i9)o+c 

20) s — o 21) s — 6 22) s — c 23) r. 

60. I. 1) ß — a, Qi 2) ß — a, (b»' + Og') — (6 + «) 
3) e,, (bil + OgO -(6 + o). 

n. l)o + 6 2)s — c 3) a 4) y b)ß — y 6)y— a 
7) Qi 8) bs' 9) Og' + Og 10) bg'-bg 11) bg' — 6» 
12) r + Sg. 
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61. L 1) 6 — a, Jg +0^8 2) b + ttf b^ + 0^. 
n. 1) a 2) ß 3) y 4) ^ — a. 

62. I. 1) a, ß. 

n. 1) w?8 2) wi 3) M?3 — a 4) a + w?8 5) 6 + (og + ftg) 
6)(&8 + «8) + (6-«) 7)(6-a) + (68+a8) 8) (6-a) + (b3-a8) 
9) (ai + bO±{b + a). 

63. I. 1) ag, hs 2) ai, 6^ 3) 6 — a, ag 4) 6 + a, a»'. 
n. 1) a 2) ß 3) ß — a. 

64. L 1) hs — a^y b — a 2) b» — ai, b + a, 
n. 1) a 2) ^ 3) y 4) /5 — a. 

65. I. 1) Äg + ^g, /5 — a 2)Ä8 — Öj/* — « 3)*3 — Öu 
ß — a. 

n. l)a 2)/5 3) y 4)a8±a8 5) 08 + ^8 ^) ^s ^X- 

66. I. 1) hs + Qs, 2s 2) A3 — e, « — c 3) A3 — Ön 
5 — b 4) Sg, bg— ag 5) 53, bg + Qs' 6) b8 — 03, Äg 
7) bg' + ai, Äj 8) 63 +«3, 6. 

n. 1) ß — a. 

67. I. 1) ^, 6 — a 2) Ö3, 6 — a. 

n. 1) c 2) 53 3) b3 — Qg 4) r — 5g. 

68. I. 1) a, öl — Q 2) Qi — Qy a. 

JI. 1) ß 2) ß — a S)ß — y 4)y — a 5)2« 6)b + c 
7)5 — a 8)q 9)q^ + q 10) h^- q 11) h^-Q,. 

69. I. 1) b — a, Q + Qq 2) q^ + q, ß — a 3) 6 — a, 
ß — a. 

n. 1) a 2) y 3) y - /? 4) r - Sg 5) bg - Qg 

6) &3 ± «3 • 

70. I. 1) a + 6, 02 — ^1 2) Qi—Quß—a 3) a + 6, 
/S — a. 

* IL 1) a 2) ß 3) y 4) ^i 5) q, + q^ 6) 6g + «g 
7)Ä3-^i 8)a8' + b8'. 

71. I. 1) Äi + Ä2, y 2) *i + Aj , a ± 6. 

n. 1) a 2) 6 3) c 4) a 5) a + 6 6) y — a 
7)a-/? 8)^~y. 
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§ 34. Die Kongruenz der Dreiecke. 

1. Denkt man sich auf die Ebene einer symmetrischen 
Figur eine zweite Ebene gelegt und die Figur durchgepaust 
(Fig. 103)^ so kann man sich die eine Ebene so um die 
Achse der Figur umgeklappt denken, dals jede ihrer Halb- 
ebenen mit der entgegengesetzten Halbebene der festen 
Ebene zur Deckung kommt. Zwei Gebilde der festen Ebene 
sind symmetrisch, wenn das eine vor dem Umklappen der 
Hilfsebene durch dasselbe Gebilde der Hilfsebene gedeckt 




Fig. 103. 



wird wie das andere nach dem Umklappen. Es ergeben sich 
ohne weiteres die Sätze: 

Die Verbindungslinie zweier Punkte ist symmetrisch 
zu der Verbindungslinie der symmetrischen Punkte, imd die 
Endpunkte einer Strecke sind beziehungsweise symmetrisch 
zu den Endpunkten der symmetrischen Strecke. 

Der Mittelpunkt einer Strecke ist symmetrisch zu dem 
Mittelpunkte der symmetrischen Strecke. 

Die Schnittpunkte zweier Linien sind beziehungsweise 
symmetrisch zu den Schnittpimkten der symmetrischen 
Linien, imd die Anzahl dieser ist gleich der Anzahl jener. 

Der Schnittpunkt zweier Geraden ist symmetrisch zu 
dem Schnittpunkte der symmetrischen Geraden. 
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Symmetrische Linien begrenzen symmetrische Flächen^ 
und symmetrische Flächen werden durch symmetrische 
Linien begrenzt 

Der Winkel zweier Strahlen ist symmetrisch zu dem 
Winkel der symmetrischen Strahlen, und symmetrische 
Winkel werden durch Strahlen begrenzt, die beziehungs- 
weise symmetrisch sind. 

Die Halbierungslinien von symmetrischen Wmkeln sind 
symmetrisch. 

Sind zwei Gerade parallel (senkrecht zueinander), so 
sind die symmetrischen Geraden ebenfalls parallel (senkrecht 
zuemander). 

Die Mittelseokrechte einer Strecke ist symmetrisch zu 
der Mittelsenkrechten der symmetrischen Strecke. 

Sind zwei Dreiecke symmetrisch, so sind ebenfalls sym- 
metrisch die Gegenseiten von symmetrischen Winkehi und 
die Gegenwinkel von symmetrischen Seiten. 

Die Beziehung symmetrischer Linien oder Flächen ist 
in dem einen Satze enthalten: 

Symmetrische Gebilde sind kongruent. 

Die Kongruenz zweier Gebilde wird durch das Zeichen ^ 
angedeutet. 

Da zwei symmetrische Figuren, die eine gemeinschaft- 
liche Achse besitzen, wieder eine synunetrische Figur bilden, 
so kann man mit Hufe der bekannten symmetrischen Figuren 




Fig. 104. 
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neue entstehen lassen und auf diese die vorstehenden Sätze 
anwenden. 

2. Ein halbierter Winkel^ ein Punkt B auf der Hal- 
bierungslinie und ein Kreis um den Scheitel Ä, der die 
Schenkel in C und C schneidet^ bilden eine symmetrische 
Figur (Pig. 104). Es ist also: AB G^ ABC Nach 
Voraussetzung ist aber: 1) AB ^ AB) 2) AC =^ AC'i 
3) ^BAC^BAC. Polglich erhält man den Satz: 

Wenn zwei Dreiecke in einem Winkel und 
dessen Anseiten übereinstimmen^ so sind sie 
kongruent. 

3. Zwei Winkel mit gemeinschaftlicher Halbierungs- 
linie bflden eine symmetrische Figur. Schneiden sich die 
Schenkel der einen Halbebene in einem Punkte C (Fig. 105), 




Fig. 105 

SO schneiden sich die Schenkel der andern Halbebene in 
dem Punkte C, der zu C s)mimetrisch ist, und es ist: ABC 
^ABG\ Nach Voraussetzimg ist aber: 1) AB=AB; 
2) < GAB == G'AB; 3) < CBA - G'BA. 

Berücksichtigt man, dafs Dreiecke, die in zwei Winkeln 
übereinstimmen, auch in dem dritten Winkel übereinstimmen, 
so erhält man den Satz: 

Wenn zwei Dreiecke in einer Seite und ihren 
Anwinkeln oder in einer Seite, einem Anwinkel 
und dem Gegenwinkel übereinstimmen, so sind sie 
kongruent. 
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4. Zwei sich schneidende Kreise Ä und B bilden eine 
synunetrische Figur (Fig. 106). Da in jeder der durch die 
Centrale bestimmten Halbebenen ein einziger Schnittpunkt 
liegt; so ist: ABG^ ABC\ Nach Voraussetzung ist aber: 
1)AB=^AB) 2)AC=AC; 3)BC^BC\ Somit folgt: 




Fig. 106. 

Wenn zwei Dreiecke in den Seiten überein- 
stimmen^ so sind sie kongruent. 

5. Wird in dem Punkte C eines Kreisdurchmessers auf 
diesem das Lot errichtet ^ welches den Kreis in A und A' 
schneidet, so erhalt man eine symmetrische Figur (Fig. 107). 
In jeder der beiden Halb- 

ebenen^ die durch den an- 
genommenen Durchmesser 
bestimmt werden, Uegt ein 
einziger Schnittpunkt des 
Kreises und des Lotes; 
folgUch'ist: ABC^ÄBG. 
Nach Voraussetzung ist: 
1) AB^A'B] 2)jBC7« 
BC) 3XBCA^BGA' 
=^ It. Somit ergiebt sich : 
Wenn zwei recht- 
winkelige Dreiecke in 
der Hypotenuse und 
einer Kathete übereinstimmen, so sind sie kon- 
gruent. 

6. Wird um den Punkt B der Halbierungslinie eiues 
Winkels ein Kreis beschrieben, so wird, wenn der Scheitel A 




Pig. 107. 
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innerhalb des Kreises liegt, jeder Schenkel in .einem einzigen 
Punkte geschnitten (Fig. 108). Liegt A aufserhalb des 

Kreises (Fig. 109), so kann 
jeder Schenkel in zwei Punkten 
geschnitten werden. 

Im erstem Falle ergiebt 
sich: ABC^AB C\ Nach 
Voraussetzung ist aber: 
lXCAB=^C'AB'y 2)AB^ 
ABl 3) BC^BC; 4) AB 

<Ba 

Wenn im zweiten Falle 
der Kreis um B jeden Schenkel 
in zwei Punkten schneidet, so 
erhält man zwei Paare von 
pig 106 kongruenten Dreiecken: 1) AB C 

^ ABC, 2) ABB ^ ABD\ 
Nach Voraussetzung ist aber: 1) < DAB = D'AB; 2) AB 
^AB; 3) BC^BD^BC'^BD'i 4) AB>BC. Da 
mm die Dreiecke BCD und BC'D' gleichschenkelig und 
kongruent sind, so sind die Winkel AGB und AC'B 
Supplementwinkel der Winkel ABB und AD'B. In je 





Fig. 109. 

zwei nicht kongruenten Dreiecken sind somit die Gegen- 
winkel der als die gröisere bezeichneten Seite Supplement- 
winkel. Folglich erhalten wir die Sätze: 

Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem 
Gegenwinkel der gröfsern übereinstimmen, so sind 
sie kongruent. 
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Stimmen zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem 
Gegenwinkel der kleinern überein, so sind sie j 

entweder kongruent, oder die Gegenwinkel der 
gröi'sern Seite sind Supplementwinkel. 

7. Wenn zwei Dreiecke kongruent sind, so bezeichnet 
man als homolog je zwei Gebilde beider Dreiecke, die bei 
symmetrischer Lage der Dreiecke selbst symmetrisch liegen. 
Somit ergiebt sich der Satz: 

Homologe Gebilde kongruenter Dreiecke sind 
gleich. 

Die Kongruenzsätze sind eines der wichtigsten Hilfs- 
mittel, um die Gleichheit von geometrischen Gebilden zu 
beweisen. 

Übungen zu § 34. 

1. Welche Form nehmen die beiden ersten Kongruenz- 
sätze für rechtwinkelige und der zweite für gleichschenkelige 
Dreiecke an? 

2. Die Sätze über Querstrecken desselben Streifens, 
über das Parallelogramm, über die Halbierungslinie eines 
Winkels, über das gleichschenkelige Dreieck, über die Gleich- 
heit zweier Tangenten, die von denselben Punkte ausgehen 
und denselben Kreis berühren, über die Mittelpunktsabstande 
von Punkten, von denen aus gleiche Tangenten an denselben 
Kreis gezogen werden können, oder von denen aus ein Kreis 
unter gleichen Winkeln gesehen wird, oder zu denen gleiche 
Berührungsehnen gehören, sollen mit Hufe von Kongruenz- 
sätzen bewiesen werden. 

3. Beschreibt man um die Ecken eines Quadrats 
gleiche E^reise, so bestinmien die acht Schnittpunkte dieser 
Kreise und der Seiten (Seitenverlängerungen) zwei Quadrate. 

4. Beschreibt man um die Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks gleiche Kreise, so bestimmen die sechs Schnitt- 
punkte dieser Kreise und der Seiten (Verlängerungen der 
Seiten) zwei gleichseitige Dreiecke. 

5. Liegen die Ecken eines Quadrats (eines gleich- 
seitigen Dreiecks) auf den Seiten (Verlängerungen der Seiten) 
eines zweiten Quadrats (gleichseitigen Dreiecks), so haben 
beide Quadrate (Dreiecke) konzentrische Umkreise. 
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6. Ein Quadrat von gegebener Diagonale (Seite) zu 
zeichnen^ dessen Ek^ken auf den Seiten (Verlängerungen der 
Seiten) eines gegebenen Quadrats liegen. 

7. Ein gleichseitiges Dreieck von gegebener Höhe 
(Seite) zu zeichnen^ dessen Ecken auf den Seiten (Ver- 
längerungen der Seiten) eines gegebenen gleichseitigen Drei- 
ecks liegen. 

8. Sind Ä', B\ C\ D' vier Punkte auf den Seiten AB^ 
BC, CDy AD eines Parallelogramms^ und ist AA'== BB' 
=^CG'=DD', 80 bestimmen jene Punkte ein neues 
Parallelogramm. 

9. Wird in einem Parallelogranmi jede Seite über 
jeden Endpunkt hinaus um die Nachbarseite verlängert, so 
wird durch je vier Endpunkte von Verlängerungen, die auf 
vier verschiedenen Seiten liegen und von vier verschiedenen 
Ecken ausgehen, ein neues Parallelogramm bestinmit. Die 
Diagonalen und die Mittellinien der neuen Parallelogramme 
gehen durch den Schnittpunkt der Diagonalen des alten. 

10. Die folgenden s}rmmetrichen Figuren enthalten 
Kongruenzsätze, cUe ausgesprochen werden sollen: 

1) Ein halbierter Winkel und ein Lot zur Halbierungs- 
linie. 

2) Eine Strecke mit ihrer Mittelsenkrechten und ein 
Punkt auf der letztem. 

3) Ein Kreis mit zwei sich schneidenden Tangenten. 

4) Ein Streifen mit seiner Achse, ein Lot zu dieser 
und ein Punkt der Achse. 

5) Ein in vier gleiche Teile geteilter Winkel, ein 
Kreis um den Scheitel und ein Punkt auf der Halbierungs- 
linie des Winkels. 

6) Vier Gerade, die die Ebene in gleiche Winkel 
teilen, der E[reis imi ihren gemeinschaftlichen Schnitt- 
punkt und ein Punkt auf einer der vier Greraden. 

7) Zwei Winkel mit gemeinschaftlichem Scheitel, die 
durch die Achse eines Streifens halbiert werden, imd das 
Lot zur Streifenachse im Scheitel der Winkel. 

8) Ein in vier gleiche Teile geteilter Winkel, ein 
Kreis um den Scheitel und zwei Gerade, die bezüglich 
der Halbierungslinie des Winkels symmetrisch liegen, und 
von denen jede durch einen Schnittpunkt des Kreises 
und einer Halbierungslinie einer Winkelhälfte geht. 
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9) Ein Kreis mit einem Durchmesser, zwei Punkte 
des Durchmessers in gleichen Abständen von dem Mittel- 
punkte und ein Centriwinkel, der von dem Durchmesser 
halbiert wird. 

10) Ein Winkel, der durch die Achse eines Streifens 
halbiert wird, und zwei Gerade, die bezüglich der Streifen- 
achse synmietrisch liegen, und von denen jede einen 
Schenkel des Winkels auf einem Streifenrande schneidet. 

11) Eine Strecke mit ihrer Mittelsenkrechten, ein 
Punkt der Mittelsenkrechten und zwei Gerade, die be- 
züglich der Mittelsenkrechten symmetrisch liegen, imd 
von denen jede durch einen Endpunkt der Strecke geht 

12) Eine halbierte Strecke auf der Achse eines 
Streifens und ein Kreis um den Mittelpunkt der Strecke, 
der die Ränder schneidet. 

13) Ein Streifen mit seiner Achse und ein Kreis um 
einen Punkt der Achse, der die Ränder schneidet. 

14) Ein halbierter Winkel, ein Elreis um den Scheitel, 
ein Punkt auf der Halbierungslinie und die Mittelsenk- 
rechten der Strecken, welche diesen Punkt mit den 
Schnittpunkten des Elreises und der Schenkel des Winkels 
verbinden. 

15) Ein halbierter Winkel, ein Kreis um einen Punkt 
der Halbierungslinie, der die Schenkel schneidet, und die 
Mittelsenkrechten von zwei Schenkelabschnitten, die be- 
züglich der Halbierungslinie des Winkels in verschiedenen 
HfJbebenen liegen imd von dem Scheitel einerseits und 
einem Schnittpunkte des Kreises und eines Schenkels 
andererseits begrenzt werden. 

16) Zwei Kreise, von denen keiner den Mittelpunkt 
des andern einschliefst, und die Tangenten an jeden Kreis 
durch den Mittelpunkt des andern. 

17) Ein halbierter Winkel, ein Kreis um den Scheitel 
und zwei Tangenten dieses Kreises, die durch denselben 
Punkt der Halbierungslinie des Winkels gehen. 

18) Ein Kreis um den einen Endpunkt einer halbierten 
Strecke, die Tangenten durch den andern Endpunkt und 
ein Kreis um den Mittelpunkt der Strecke, welcher jene 
Tangenten schneidet. 



190 



XL Das Dreieck. 



§ 35. Merkwfirdlge Eigenschaften des Dreleeks. 

1. Werden die Mittelpunkte der obem Höhenabschnitte 
AHy BH, CH beziehungsweise durch H[y Hi, Hi be- 
zeichnet (Fig. 109), und die übrigen Bezeichnungen wie sonst 
gewählt, so ergiebt sich: 

In .dem Dreieck BCH verbindet HiHi die Mittel- 
punkte zweier Seiten, also: HiHs\\BC und HiHi=^jrBC. 

1 "^ 
Ebenso ergiebt sich : M^M^llBC und M^M^^ ^ BC, So- 
mit folgt: HiHiWM^Mf, und HiHi = M2Mfi. Also ist 
M^Mf^HilFs ein Parallelogramm (§ 23, 3 und Übung Nr. 2). 




Die Strecke M^H^ verbindet in dem Dreieck ACH die 
Mittelpunkte zweier Seiten, folglich M^H^WAH. Da AH 
auf BC senkrecht steht, so ist auch M^H^ senkrecht zu BC. 
mithin auch zu der Geraden M^M^, die zu BC parallel 
ist Das Parallelogramm M^M^HiHi ist also ein Rechteck, 
durch die Punkte M2} M^j Hi und Hi kann ein Kreis ge- 
legt werden, und die Strecken M2H2 und M^Hi sind Durch- 
messer dieses Kreises (§ 23, 7). 

In derselben Weise wird gezeigt, dafs durch die Punkte 
Ms, Ml, Hi, Hi imd durch die Punkte Mi,M2, Hi, Hi je ein 
Kreis geht, dafs M^Hi und M{Hi Durchmesser des ersten 
und MiHi und M2Ui Durchmesser des zweiten Kreises sind. 
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Die Vergleichung der bekannten Durchmesser der drei 
Kreise lalst weiter erkennen^ dafs je zwei dieser Kreise einen 
Durchmesser gemein haben , also zusammenfallen; somit 
bilden alle drei einen einzigen Kreis. 

Die Schenkel des rechten Winkels H^H^M^ gehen 
durch die Endpunkte eines Durchmessers des betrachteten 
Kreises^ folglich liegt der Scheitel ^3 auf der Kreislinie. 
Ebenso wird gezeigt^ dals die übrigen Höhenfufspunkte auf 
demselben Kreise liegen. Somit ergiebt sich der Satz: 

Die Mittelpunkte der Seiten eines Dreiecks^ die 
Fufspunkte der Höhen und die Mittelpunkte der 
obern Höhenabschnitte liegen auf einem Kreise. 
(Feuerbachscher Kreis.) 

2. Die Geraden HC und UM^ (Fig. 110) stehen beide 
auf AB senkrecht^ also UMA\HC. 




In dem Dreieck HCB verbindet MiHi die Mittel- 
punkte zweier Seiten, folglich: MiHi\\HC] mithin auch: 
UM^ M1U2. In derselbeu Weise wird bewiesen, dafs 
UM, M^Hi ist. Es folgt hieraus, dafs UMiHi Ms ein 

Parallelogramm und UM^ = Mi Hi, also auch UM^ = ^ CH 
ist. In Worten: 

Jede Mittelsenkrechte eines Dreiecks ist halb 
so grofs wie der obere Abschnitt der zu ihr parallelen 
Höhe. 
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3. Wird ÜMg so verlängert^ dais M^V = UM^ ist 
(Pig. 111), so ist Ur^ HCundUriHG; foldich UCHVem 
Pandlelogramm. UH ist eine Diagonale des Parallelogramms 
und CMq die Verbindungslinie einer Ecke mit dem Mittel- 
punkte einer nicht zugehörigen Seite; folglich wird CM^ 
durch UH so geteilt, dafs der von der Ecke ausgehende Ab- 
schnitt doppelt so grofs ist wie der andere (§ 23, Übung 11). 




ÜH geht also durch Jlf, den Schnittpunkt der Mittellinien 
des Dreiecks. Aber die Diagonale UH wird durch CM^ so 

geteUt, dafs UM= ^ HM ist (§ 23, 6), folglich eigiebt sich 
der Satz: ^ 

In jedem Dreieck liegen der Schnittpunkt der 
Höhen, der Schnittpunkt der Mittellinien und der 
Mittelpunkt des Umkreises in einer Geraden, und 
zwar ist der Abstand der beiden ersten Punkte 
doppelt so grofs wie der der beiden letzten. 

4. Die drei Seitenmittelpunkte bestimmen mit jeder Ecke 
des Dreiecks ein Parallelogramm, folglich ist jede Mittel- 
linie des Dreiecks ABC auch eine Mittellinie des Dreiecks 
MiM^M^ (Fig. 112). Die Mittelsenkrechten der Seiten des 
Dreiecks ABC sind Höhen des Dreiecks MiM^M^. Der 
Peuerbachsche Kreis ist der Umkreis dieses Dreiecks, folg- 
lich liegt nach dem vorigen Satze sein Mittelpunkt F auf der 

Geraden UM, und zwar ist FM = ^ UM. In Worten : 
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In jedem Dreieck liegen der Schnittpunkt der 
Höhen, derSchnittpunkt derMittellinien, derMittel- 
punkt des Umkreises und der Mittelpunkt des 
Kreises der Seitenmittelpunkte in einer Geraden; 
und zwar ist der Abstand des ersten und des 
zweiten Punktes doppelt so grofs wie der des 
zweiten und des dritten, und dieser doppelt so 
grofs wie der Abstand des zweiten und des vierten 
Punktes. 

5. Aus dem vorstehenden Satze ergiebt sich: FH^FU. 
Somit verbindet FH[ in dem Dreieck ARU die Mittel- 
punkte zweier Seiten, also FHi = ^A J7 (Fig. 112). In Worten : 

Der Radius des Feuerbachschen Kreises ist 
halb so groi's wie der Radius des Umkreises. 




Fig. 119. 



6. Ist P der Schnittpunkt der Mittellinie GM^ mit dem 
Umkreise, und QJB der zu VT? parallele Durchmesser 
des Feuerbachschen Kreises (Fig. 113), so ist UPQE ein 
Parallelogramm, und UF die Verbindungslinie einer Ecke mit 



Pflieger, Elementare Planimetrie. 



13 



194 



XL Das Dreieck. 



dem Mittelpunkte einer nicht zugehörigen Seite. TJF wird 
also durch aie Diagonale Pjß so geteilt, dais der von U aus- 
gehende Abschnitt doppelt so grofs wie der andere ist Da 
nun UM= 2 MF ist; so geht jene Diagonale durch M; sie 
liegt also in der Geraden OiSfg. 

Die Diagonale PB wird auch durch UF so geteilt, 
dafs PJf = 2MB ist. Da aber CJf = 2MMfi ist, so folgt: 




CM+PM=^2(MB + MM^)oder: CP^ 2BM^. In Worten: 
Der Umkreis eines Dreiecks schneidet auf jeder 
Mittellinie eine Sehne aus, die doppelt so grofs ist 
wie die von dem Feuerbachschen Kreise auf der- 
selben Mittellinie bestimmte Sehne. 

Tragt man daher von dem Schnittpunkte der Mittel- 
linien aus auf dem obem Abschnitte jeder Mittellinie die 
Hälfte der Strecke ab, die der Umkreis auf dem untern 
bestimmt; so gelangt man zu drei Punkten; die auf dem 
Feuerbachschen Kreise liegen. Somit können in jedem Drei- 
ecke zwölf Punkte gefunden werden, die auf einem und dem- 
selben Kreise liegen. 

7. Die Winkelhalbierende CW^ schneidet die Mittel- 
senkrechte der Seite AB auf dem Umkreise in D. Anderer^ 
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seits ist äCq^BC' =^s — b, folglich Jfg Cg = M^ C. Zieht 
man nun durch J die Parallele zu AB, und schneidet diese 
M^Uin X und K^C^ in F, so folgt: XJ=^ XT. Somit ist in 
dem Dreieck JYK^ die Gerade XD die Parallele zu einer 

Seite durch den Mittelpunkt einer zweiten, folglich XD=— TK^, 

1 ^ 

und XD — ^ = o -i^-^a — Q' ^^ ^^^ ^^s ^ Qs + Q ^^> 

so ei^ebt sich: XD — ^ = JfgD = ?L-— ^, oder: r — s^ 

= o ' Ebenso findet man: r — «^ = o ^^^^ ^ — *» 

_ ga — g 
~ 2 • 

Die Winkelhalbierende CTFs schneidet ETüfg in einem 
Punkte E des Umkreises. Da nun BCi=^ ÄC2 = 8 — c 
ist, so folgt: JlfgCi^ iMTgCg. In dem Trapezoid C^C^K^^ 
ist demnach Jlfg^ die zu den Schenkeln gehörige Mittellinie, 

also: JBJf3 = ?^±^ oder r + S3 = ^^ (§ 23, 20). In 

ähnlicher Weise erhält man: r + «j = Ss-r^Bi ^^^ r + «j 

gi + gs 
°" 2 • 

Durch Addition der för r — Sg und r + Sg erhaltenen 
Gleiohangen folgt weiter: 

2^_£x±^+i8Zli, oder: 4r = e, + e,+ es-e. 
Durch Subtraktion der genannten Gleichungen erhalt man: 

2,g=.i±ei + eine«, «der: 45g=-e + e, + e,-eg. 

In ähnlicher Weise kann man ableiten: 

4«i = ö — Öl + ^3 + 03 ™d- 45^==^ + öl — Öi + Ö3- 
Die Addition der drei letzten Gleichungen ergiebt schliefs- 
lich: 4(Si+ ^a + ^s) ~ 3ö + öl + Ö2 + Ö8 ^^^> wenn ffir 
öl + Ö2 + ÖS ^^^ Wert 4r + ö gesetzt wird: 

«i + Ä9 + Ä8^^ + Ö ™d: ^jBr+jBjBr+ CjBr=2r + 2ö. 

Somit ergeben sich, die Sätze: 

18* 
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Die Summe der Radien der Ankreise eines 
Dreiecks übertrifft den Radius des Inkreises um 
den doppelten Durchmesser des Umkreises. 

In jedem Dreieck ist die Summe der Mittel- 
senkrechten der Seiten gleich der Summe der 
Radien^ und die Summe der drei obern Höhen- 
abschnitte gleich der Summe der Durchmesser des 
In- und des Umkreises. 



Übungen zu § 35. 

1. Die Radien der Kreise, welche durch die Mittel- 
punkte von je drei Bei*ührungskreisen eines Dreiecks bestimmt 
werden, sind dem Durchmesser des Umkreises gleich. (Der 
Umkreis ist der Feuerbachsche Kreis für jedes der Dreiecke, 
die durch drei Mittelpunkte von Berührungskreisen bestimmt 
werden. Siehe § 33, Übung Nr. 6). 

2. Der Umkreis eines Dreiecks halbiert die Centralen 
der vier Berührungskreise. 

3. Die Verbindungslinie einer Ecke eines Dreiecks mit 
dem Punkte, welcher zu dem Mittelpunkte des Umkreises 
bezüglich der Gegenseite jener Ecke symmetrisch liegt, geht 
durch den Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises. (Siehe 
den Satz Nr. 3 des vorstehenden Paragraphen.) 

4. Der Umkreis eines Dreiecks bestimmt auf jeder Höhe 
eine doppelt so grofse Sehne wie der Feuerbachsche Kreis. 
(Wenn man durch U die Parallele zu FH^ zieht und diese 
Parallele A3 in ^ schneidet, so ist UN= 2FH^, also UN==r. 
Aufserdem: HN=2HH^ und HC=2HHi.) 

5. Die obern Abschnitte zweier Mittellüiien eüies Drei- 
ecks bestimmen auf dem Feuerbachschen Kreise eine halb 
so grofse Sehne wie die Verlängerungen der untern Ab- 
schnitte auf dem Umkreise. (Siehe den Satz Nr. 6 des vor- 
stehenden Paragraphen.) 

6. Wenn zwei Winkel eines Dreiecks sich um einen Rechten 
unterscheiden, so liegt der Mittelpunkt des Feuerbachschen 
Kreises auf der gemeinschaftlichen Anseite jener Winkel. (Ist 
^=jR+a, so folgt: <AHH^=^2R—ß==B — a=^ACH^. 
Das Dreieck A CH ist also gleichschenkelig. Der Fufspunkt 
der Höhe Äg fällt mit dem Mittelpunkte ihres obern Ab- 
schnittes zusammen, und die Höhe selbst berührt den Feuer- 
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bachschen Kreis in ihrem Fufapunkte. Somit ist die zu- 
gehörige Seite ein Durchmesser des Kreises.) 

7. I. 1)H,U2)H,M3)H,F 4) U,M b) Ü,F 6)M,R 
n. 1) C 2) jffg 3) Hi 4) Jfs. 

8. I. 1) Hsf jHg. 

n. 1) U 2) M 3) Jfi 4) Hi. 

9. I. 1) Ms, Hi. 

n. 1) C 2) A 3) U 4) H. 

10. I 1) C, Hi. 

n. 1) F 2) U 3) M 4) Jfi 5) Hi. 

11. I. 1) 53, ß 2)\, ß 3) S^±\y ß. 

n. 1) a 2) 6 3) c 4) c^ 5) aa 6) ctg 7) 6i — Ci 
8) Ai 9) «1 10) 5i + «8 11) «8 — «a • 

12. Em Dreieck zu zeichnen^ wenn der Abstand der 
Mittelpunkte des Umkreises und des Feuerbachschen Kreises 
gegeben ist, und aufserdem: 1) r, ß — a 2) r, Sg 3) r, m^ 

4)ß—a,ms b)ß — a,Ss 6) s^,mQ ^)hfSs 8)63+03» 
ß — a 9) 6g ± »3, r 10) 63 + «3, m^ 11) 6« + a«, Sg. 

13. I. 1) r + 53, a + 6 2) ^1 + q^, a + 6. 

n. l)y 2) ß — a 3)c 4) r 5) r — S3 6)^1 7)^3 — ^. 

U.l.l)r + Ss,ß — a 2)Q^ + Q^,ß — a 3)hi + ai, 
ß — a 4) Ö1+ 02, bi + ai 5) r + Sg, b«' + ai. 

n. 1) y 2) y — a 3) c 4) 6 + a 5) Wg 6) Äg 

7) M^g 8) Wi 9) 6g ±»8 10)^1 11)^9—01 12) 5g 

13) r — Sg 14) Ö3 — ^ 15) b3 — Qg. 

15. I. 1) r — «3, 6 — a 2) q^ — q, 6 — a. 

n. 1) y 2) ß — a 3) c 4) »g 5) r + Sg 6) q 

7) ^8+^. 

16. I. l)r— s^, ß — a 2) Qq — q, ß — a 3) bg — ttg, 

ß — a 4) bg — ttg, ög — ^ 5) bg — Qg, ^ — 5g. 

n. 1) y 2) ß — y 3) c 4) 6 — a 5) Wg 6) Ä« 
7) M?g 8) wi 9) 6g±ag 10) Q 11)qs + Q 12) r 
13) r + 53 14) ^1 + Q^ 15) bg' + ai. 



Zwölftes KapiteL 

Die Vergleichung der Flächen. 



§ 36. Die Hanptsiltze der Flilchenvergleichnng. 

1. Werden durch zwei Punkte eines Streif enrandes 
zwei Paare paralleler Querstrecken gelegt^ so entstehen zwei 
Parallelogramme, die in der Grundlinie und der zugehörigen 
Höhe übereinstimmen; und zwar können zwei Fälle unter- 
schieden werden, je nachdem auf dem Bande der nicht ge- 
meinschaftlichen Seiten die Ecken des einen Parallelogramms 
durch die des andern getrennt werden oder nicht (Fig. 114). 

75-: ^ C D' c 



Im erstem Falle ist das Trapezoid AB CD' ein Teil 
jedes der beiden Parallelogramme. Da femer die Dreiecke 
BCC und ADD' in zwei Seiten und dem eingeschlossenen 
Winkel übereinstimmen, so ist BCC ^ ADD'. Somit sind 
die Parallelogramme in ihren Teilen kongruent, d. h. gleich. 

Im zweiten Falle kann man mit Hilfe eines Paares oder 
mehrerer Paare paralleler Querstrecken durch A und B eine 
Reihe von Parallelogrammen so zwischen die gegebenen 
einschieben, dafs je zwei benachbarte Parallelogramme der 
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Reihe^ die gegebenen mitgerechnet^ dieselbe gegenseitige Lage 
haben, wie die im ersten Falle betrachteten Parallelogramme. 

Wenn zwei Dreiecke gleiche Grundlinien und gleiche 
zugehörige Höhen haben, so können sie als Hälften von 
Parallelogranmien aufgefalst werden, die ebenfalls in der 
Grundlinie und der zugehörigen Höhe übereinstimmen. Somit 
erhalten wir den Satz: 

Parallelogramme (Dreiecke) mit gleichen Grund- 
linien und gleichen zugehörigen Höhen sind gleich. 

2. Zwei Parallelogramme, die gleiche Grundlinien, aber 
ungleiche zugehörige Höhen haben, können stets so gelegt 
iTV^erden, dafs sie eine Seite gemein haben und bezüglich 
dieser in derselben Halbebene liegen. Es seien AB CD 
und ÄBC'D' die beiden Parallelogramme in der neuen Lage. 

Hat AB CD' die kleinere Höhe (Fig. 115), so zerlegt 
die Gerade CD' das Parallelogramm AB CD in zwei neue, 





Flg. 116. 

von denen das eine gleich ABCD" ist; folglich ist ABC'D' 
< AB CD, Da jedes Dreieck die Hälfte eines Parallelogramms 
ist, das mit ihm in der Grundlinie und in der zugehörigen 
Höhe übereinstimmt, so ergiebt sich auch, dafs von zwei 
Dreiecken, die in einer Seite übereinstimmen, dasjenige das 
gröfsere ist, welches die gröfsere zugehörige Höhe besitzt. 
Wird daher durch die Spitze C des Dreiecks ABC die 
Parallele zw AB gezogen, so ist die Gesamtheit der Punkte 
dieser Parallele identisch mit der Gesamtheit der Spitzen 
aller Dreiecke der Halbebene (7, die mit dem Urdreieck in 
einer gemeinschafUichen Seite und dem Flächeninhalte über- 
einstimmen. Daher der Satz: 

Der Ort für die Spitzen aller Dreiecke, die mit 
einem gegebenen die Grundlinie gemein haben und 
in dem Inhalte übereinstimmen, wird durch die bei^ 
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den Parallelen gebildet^ welche von der gegebenen 
Grundlinie einen Abstand haben^ der der zu- 
gehörigen Höhe gleich ist. 

3. Zieht man durch zwei Punkte P und Q der Seite ^D 
des Parallelogramms AB CD die Parallelen zu AB, so zer- 
fällt AB CD in gleiche oder ungleiche Teile, je nachdem 
die Seite AD durch P und Q in gleiche oder ungleiche 
Teile geteilt ist. Jedes Parallelogranun kann daher durch 
Parallelen zu einer Seite in eine vorgeschriebene Anzahl von 
gleichen Teilen zerlegt werden. 

Sind Pund Q Punkte der Seite AB des Dreiecks ABC, 
so zerfällt dieses durch die Geraden FC und QC ixi gleiche 
oder ungleiche Teile, je nachdem AB durch P und Q in 
gleiche oder ungleiche Teile geteilt wird. Jedes Dreieck 
kann daher von einer Ecke aus in eine vorgeschriebene An- 
zahl von gleichen Teilen geteilt werden. 

4. Zieht man in dem Viereck AB CD durch C die 
Parallele CE zu der Diagonale BD (Fig. 116), so haben die 
Dreiecke DBC und DBE die Seite DB gemein, und die 



zugehörigen Höhen sind gleich; folglich ist DBG = DBE. 
Mithin auch AB CD = ADE, Jedes Viereck kann also in 
ein Dreieck verwandelt werden. 

Ist ABCD ein Trapezoid, so ist BE^DC xmA AE 
== AB + CD. Daher der Satz: 

Ein Trapezoid und ein Dreieck sind gleich, 
wenn sie in der Höhe übereinstimmen und die zu- 
gehörige Dreieckseite gleich der Summe der Grund- 
linien des Trapezoids ist. 
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Man sieht ohne weiteres ein^ daTs jeder geradlinig be- 
grenzte Teil der Ebene durch das beim Viereck angewendete 
Verfahren in ein Dreieck verwandelt werden kann. 

5. Wenn man in einem Parallelogiamm durch einen 
Punkt einer Diagonale die Parallelen zu den Seiten zieht^ 
so zerfallt das gegebene ParaUelogramm in vier andere. 
Zwei derselben werden 

durch jene Diagonale j. ^ ^ t^ 

geschnitten^ die beiden 
andern nicht (Fig. 117); 
letztere heifsen Er- 
gänzungsparallelo- 
gramme. 

Da jedes Parallelo- 
gramm durch seine 
Diagonalen halbiert 
wird, so ist: 
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und 



AXE+ CXH^ÄXG+ CXF, 
ACD = ACBy 



folglich auch: 

AGB — (AXE + CXH) ^ AGB -- (AX6 + GXF), 

oder: 

EXHB == FXOB. 
In Worten: 

Ergänzungsparallelogramme sind gleich. 

6. Zwei gleiche Parallelogramme, die in den Winkeln 
übereinstimmen, können stets so in zwei Scheitelwinkel 
gelegt werden, dals sie 
eine Ecke gemein haben 
(Fig. 118). SindABGB 
und EFG B zwei solche 
Parallelogramme , so 
folgt ohne weiteres: 

ABGB + HBA 
+ BJC^EFGB 
+ HBE + BJG. 

Ginge nun die Gerade HJ nicht durch B, so wäre 
das eine der beiden Dreiecke HJB und HJF um das 




Fig. 118. 
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Dreieck HJB gröfser als die erste jener gleichen Summen, 
und um dasselbe Dreieck kleiner als die zweite. Da dies 
nicht möglich ist, geht HJ durch By und es folgt der Satz : 
Haben zwei gleiche Parallelogramme eine Ecke 
gemein, und liegt jedes in dem Scheitelwinkel eines 
Winkels des andern, so sind sie Ergänzungsparallelo- 
gramme. 

Übungen zu § 36. 

1. Jede Gerade, die durch den Schnittpunkt der Dia- 
gonalen eines Parallelogramms geht, teilt dieses in gleiche 
Trapezoide. 

2. Die Verbindungslinien der Seitenmittelpunkte teilen 
das Dreieck in vier, das Parallelogramm in acht gleiche Teile. 

3. Die Verbindungslinien einer Ecke eines Parallelo- 
gramms mit den Mittelpunkten der nicht zugehörigen Seiten 
teilen das Parallelogramm in drei Teile, von denen der 
mittlere doppelt so grofs ist wie jeder der beiden andern. 

4. Die obem Abschnitte der Mittellinien eines Dreiecks 
teilen dieses in drei gleiche Dreiecke, die untern Abschnitte 
teilen das Dreieck in drei gleiche Vierecke. 

5. In jedem Trapezoid sind die Schenkeldiagonalen- 
dreiecke an derselben Grundlinie gleich. 

6. Ein Dreieck oder irgend eine geradlinig begrenzte 
Fläche in ein Bechteck zu verwandek. 

7. Ein Parallelogramm AB CD unter Beibehaltung der 
Seite AB in eia Parallelogramm AB CD' zu verwandeln, 
von dem man kennt: 

1) a' 2) y 3) M 4) ml 5) e' 6) < {ae") 
') <{er) 8) <{d'n 9) <{d'ey 

8. Ein Dreieck ABC unter Beibehaltung der Seite AB 
in ein Dreieck ABC zu verwandeln, von dem man kennt: 

1) a' 2) f 3) a' 4) M 5) mi 6) mi 7) < (mihi) 
8)^{mimi) 9) <(mimi) 10) si 11) r' 12) ai 13) cf 
14) bi±ai 15) <KaO- 

9. Ein Dreieck AB C unter Beibehaltung des Winkels a 
in ein Dreieck AB' C zu verwandeln, von dem man kennt: 

1) V 2) Äi. 
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10. Ein Parallelogramni in ein winkelgleiches Parallelo- 
gramm zu verwandeln, von dem eine Seite oder eine Höhe 
gegeben ist. 

11. Ein Dreieck ABC zu zeichnen, welches* einem 
gegebenen Dreieck oder der Summe oder der Differenz von 
zwei gegebenen Dreiecken gleich ist, und von dem man kennt: 

I. 1) e 2) Äg. 

n. 1) o 2) y 3) a 4) A^ 5) m^ 6) Wg 
7) < Km^) 8) < (maWg) 9) s» 10) r 11) a^ 12) c^ 

12. Unter Beibehaltung einer Seite soll ein Dreieck in ein 
anderes verwandelt werden, in welchem die Summe der 
beiden andern Seiten möglichst klein ist. (Siehe § 32, 
Übung No. 3.) 

13. Unter Beibehaltung einer Höhe soll ein Dreieck 
in ein anderes von möglichst kleinem Umfang verwandelt 
werden. (Siehe die vorige Au%ibe.) 

14. Ein Dreieck von einer Ecke aus in 2, 3, 4 gleiche 
Teile zu teilen. 

15. Ein Parallelogramm von einer Ecke aus in 3, 5 
gleiche Teile zu teilen. 

16. Ein Dreieck oder ein Parallelogramm von einem 
Punkte einer Seite aus in 2, 3, 4 gleiche Teile zu teilen. 
(Man konstruiere zuerst ein gleiches Dreieck, welches eine 
£cke in dem gegebenen Punkte hat.) 

17. Ein Dreieck von einem gegebenen Punkte der 
Dreieckflache aus in 2, 3 gleiche Teile zu teilen. 

18. Ein Dreieck so in 3 gleiche Teile zu teilen, daTs 
eine Teilungslinie in einer gegebenen Geraden Kegt. 

19. Ein Trapezoid von einem Punkte einer Grundlinie 
aus in 3 gleiche Teile zu teilen. 

§ 37. Flächenvergleichung beim rechtwinkeligen 

Dreieck. 

1. Wenn man über der Höhe CD des rechtwinkeligen 
Dreiecks AB C das Quadrat D^i^ (7 zeichnet (Fig. 119), durch 
den Schnittpunkt der Quadratseite EF und der Kathete CB 
die Parallele zur Hypotenuse zieht, und auf dieser in B 
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das Lot errichtet^ so erhalt man zwei gleiche Erganzuiigs- 
parallelogramme DE HG = HJKF. Addiert man zu jeder 

dieser Flächen das Rechteck 




man: 
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QHFC, so erhalt 
DEFC^GJKC. 

Die Streifen ÄB\ CK 
und CD\EF bestimmen ein 
Quadrat und sind daher kon- 
gruent. Die Strecken ÄC 
und CH sind homologe Quer- 
strecken jener Streifen, also 
einander gleich. Dieselben 
Strecken sind aber auch homo- 
loge Querstrecken der Streifen CD\AL und QJ\ OK] folglich 
sind auch diese Streifen kongruent, und ihre Breiten CG und 
AD einander gleich. Mithin ist das Rechteck GJKC gleich 
dem Rechteck aus den Strecken AD und BD . Daher der Satz: 
Das Quadrat über der Hohe eines rechtwinkel- 
igen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus den 
Kathetenprojektionen auf der Hypotenuse. 

Auf Grund dieses Satzes kann ein gegebenes Rechteck 
in ein Quadrat verwandelt werden. 

2. Wird in dem Rechteck AB CD die Diagonale AC 
durch die Halbierungslinie des Winkels d in X geschnitten 
(Fig. 120), und zieht man dureh X die Parallelen JKPund GE 
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zu den Seiten^ so sind das Quadrat EXHD und das Rechteck 
GBFX Eiganzungsparallelogramme, also einander gleich. 
Steht nun HK auf HF senkrecht^ so ist: 

< ÄX6 ^HXC^ XHF= B — KHX == HKX. 

Somit sind HK und AX homologe Querstrecken der 
Streifen, welche das Quadrat EXHD erzeugen; also 
HK= AX. Diese Strecken sind aber auch homologe 




Fig. 121. 

Querstrecken der Streifen XH\KL und AG\EX] folglich 
sind diese Streifen kongruent, und ihre Breiten KX und GX 
einander gleich. Das Eechteck GBFX ist also gleich dem 
Rechteck ans den Projektionen der Katheten HK und HF 
auf die Hypotenuse KF. Da nun die Figur auch hergestellt 
werden kann, wenn man von dem rechtwinkeligen Dreieck 
HKF ausgeht, so ergiebt sich wieder der vorige Satz über 
das Quadrat der Höhe eines rechtwinkeligen Dreiecks. 
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3. Wenn man über der Kathete A G des rechtwinkeligen 
Dreiecks ABC das Quadrat ACFE zeichnet (Fig. 121), die 
Seite EF mit der Höhe CD in J und mit dem auf AB in A 
errichteten Lote in H zum Durchschnitt bringt und in S 
auf AH das Lot errichtet, so ist: 

ACIE^ACJH=^ABKH. 

Da femer die Winkel HAC und ABC denselben 
Komplementwinkel haben, so sind AH und AB homologe 
Querstrecken der Streifen, die das Quadrat ACFE be- 
stimmen; also AH^ AB. Somit erhalt man den Satz: 

Das Quadrat über einer Kathete eines recht- 
winkeligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus 
ihrer Projektion auf der Hypotenuse und der 
Hypotenuse. 

Auf diesem Satze beruht eine zweite Art der Ver- 
wandlung eines Rechtecks in ein Quadrat. 

4. Derselbe Satz kann auch auf folgende Weise er- 
halten werden: 

Man ziehe in dem Rechteck AB CD (Fig. 122) durch den 
Schnittpunkt der Diagonale A C und der Halbierungslinie des 




Fig. 192. 

Winkels d die Parallelen EF und GH zu den Seiten und 
durch G die Parallele GJ zw XC, so ist: 

EXHD =- GBFX = GJCX. 

Ist HK die Höhe des rechtwinkeligen Dreiecks XCH 
und XL die Parallele zu HK durch X, so sind die gleichen 
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Strecken Ä Q und XH homologe Querstrecken der Streifen 
GJ\XC und HK\XL; diese Streifen sind also kongruent, 
und ihre Breiten KX und KM einander gleich. Somit ist 
das Parallelogramm GJCX gleich dem Rechteck aus der 
Hypotenuse XC des rechtwinkeligen Dreiecks XCH und 
der Projektion der Kathete XH auf der Hypotenuse. 

5. Ist ABC ein rechtwinkeliges Dreieck (Fig. 123), 
so zerlegt die Höhe CD das Hypotenusenquadrat in zwei 




^jE" 
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Rechtecke, die den Eathetenquadraten beziehungsweise gleich 
sind. Also folgt: 

Die Summe der Kathetenquadrate eines recht- 
winkeligen Dreiecks ist gleich dem Hypotenusen- 
quadrat, oder: Jedes Kathetenquadrat ist gleich der 
Differenz zwischen dem Hypotenusenquadrat und 
dem andern Kathetenquadrat. (Lehrsatz des Pythagoras •) 

Sowohl die Summe als auch die Differenz von zwei 
Quadraten kann daher wieder in Gestalt eines Quadrats 
dargestellt werden. 

6. Sind ABC und A'B'C zwei rechtwmkelige Drei- 
ecke, die in den Winkeln übereinstimmen (Fig. 124), so sind 
in dem Trapezoid ÄBÄ'B' die Schenkeldiagonalendreiecke 
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CA'B und CB'Ä einander gleich, mithin auch die Recht- 
ecke CÄ'PB und CB'QÄ. 

Wenn man die Katheten CB und CB' (Fig. 125) um 
die zugehörigen Hypotenusen verlängert {BD = AB und 




Flg. IM. 



B'D'=- A'B')y so stinunen auch die rechtwinkeligen Drei- 
ecke CAD und CA'D' in den Winkeln überein, und es 
ist wieder: CA'P'D^ CD'Q'A. Aus beiden Paaren von 




Fig. 1S6. 



gleichen Rechtecken folgt aber: BPFD^B'QQ'D', und 
zwar ist in jedem dieser Rechtecke die eine Seite gleich 
der Hypotenuse eines der gegebenen Dreiecke. 

Wenn zwei Dreiecke in den Winkeln übereinstimmen, 
so heifsen je zwei Seiten beider Dreiecke, die gleichen 
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Winkeln gegenüberliegen, homolog. Unter Anwendung 
dieses Begriffes kann daher der Satz ausgesprochen werden: 

In winkelgleichen rechtwinkeligen Dreiecken 
ist das Rechteck aus zwei nicht homologen Seiten 
beider Dreiecke gleich dem Rechteck aus den 
Seiten, die zu jenen homolog sind. 

Es ist ohne weiteres ersichtiich, wie unter Benutzung 
dieses Satzes das Rechteck CAQB' in ein Rechteck von 
vorgeschriebener Seite CA' verwandelt werden kann. 

Übungen zu § 37. 

1. Ein gegebenes Quadrat in ein Rechteck zu ve]> 
wandeln, von dem eine Seite gegeben ist. 

2. Eine gegebene geradlinig begrenzte Fläche in ein 
Quadrat zu verwandeln. 

3. Die Summe von zwei oder drei gegebenen Quadraten 
in ein Quadrat zu verwandeln. 

4. Ein Quadrat zu zeichnen, das gleich der Differenz 
von zwei gegebenen Quadraten ist. 

5. Ein Quadrat zu zeichnen, welches gleich der Summe 
oder der Differenz von zwei gegebenen geradlinig begrenzten 
Flachen ist. 

6. Ein Quadrat zu zeichnen, welches gleich dem Uber- 
schufs von zwei gegebenen geradlinig begrenzten Flächen 
über eine dritte ist. 

7. In winkelgleicheu rechtwinkeligen Dreiecken ist das 
Rechteck aus der Höhe des einen und einer Seite des 
andern gleich dem Rechteck aus der homologen Seite des 
ersten und der Höhe des zweiten Dreiecks. 

§ 38. Das Rechnen mit Flftchen. 

1. Wenn man durch den Punkt X auf der Diagonale 
des Quadrats AB CD die ParaUelen EF und GH zu den 
Seiten zieht (Fig. 126), so zerfällt AB CD in zwei Quadrate 
und zwei Rechtecke, welche letztere als Ergänzungsparallelo- 
granune gleich sind. 

Da AB CD als das Quadrat über der Summe der 
Strecken AO und BGy und AGXE als das Quadrat über 
der Differenz der Strecken AB und BG betrachtet werden 
kann, so ergeben sich aus der Figur die Sätze: 

Pf lieger, BlementMre Planimetrie. 14 
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Das Quadrat über der Summe zweier Strecken 
ist um ihr doppeltes Rechteck gröfser als die 
Summe ihrer Quadrate. 

Das Quadrat über der Differenz zweier Strecken 
ist um ihr doppeltes Rechteck kleiner als die Summe 
ihrer Quadrate. 

Aus der vorigen Figur ergiebt sich weiter: AB CD 
— AGXE^GBCX + EDCX. 

Wird das Trapezoid GBXC um die Quadratdiagonale 
FHf die Mittelsenkrechte von X C, umgeklappt, so verwandelt 

sich die Summe der Tra- 
pezoide GB CX + ED CX 
in ein Rechteck, dessen eine 
Seite gleich DC+ GX, 
und dessen andere Seite 
gleich DE oder DA — EA 
ist. Folglich ergiebt sich 
der Satz: 

Die Differenz zweier 
Quadrate ist gleich dem 
Rechteck aus der Summe 
und der Differenz ihrer 
Seiten. 

2. Die vorstehenden Sätze 
erinnern an gleichlautende 
Sätze der Algebra und legen es daher nahe, für die Fläche 
eines Rechtecks aus den Seiten a und h die Bezeichnung a • h 
oder ahy für die eines Quadrats über der Seite a die Be- 
zeichnung a^ einzuführen. Dabei ist aber wieder festzuhalten, 
da(s hier die Buchstaben Strecken, in der Algebra Zahlen 
bedeuten. Unter Benutzung dieser Schreibweise kann man 
obige Sätze in folgenden Gleichungen aussprechen: 

1) (a + 6)2 = a2 + 2a6 + 6^; 2) (a + 6) (a — 6) =« a« — fe». 
Wendet man die neue Schreibweise auf Parallelogranmie, 
Dreiecke und Trapezoide an, so erhält man für den Flächen- 
inhalt eines Parallelogramms einen der zwei Ausdrücke: 
ah^ oder h\ für den Inhalt eines Dreiecks: 

oder 




2 6Ä2, oder ^cÄs; 
für den Inhalt eines Trapezoids: ^(a-f-c)Ä. 



2 ^*i* 
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3. Teilt man das Rechteck ABCD (Fig. 127) durch eine 
Parallele EF zu ABy und setzt man AE -= a, DE = 6, 
AB^x, so erhält man: 

{a + b)x ^ ax -}- bx. 

Setzt man AD = a, DE = 6, J.JB = x, so ergiebt sich: 

(a — b)x = ax — bx. 




Zieht man eine Parallele GH zu AD, und setzt man: 
AE=a, DE=b, AG = x, BG^y, so lehrt die Figur: 

{a + b) (x + y) = ax + bx + ay + fey. 

Setzt man dagegen: AD = a, DE = 6, AB = a;, 
BG = y, so erhält man: 

' (a — b)(x — y) + ay + bx = ax -\- by, 

oder: (a — b)(x — y) = ax + by — ay — bx, 

4. Wenn die gleichen Rechtecke ABCD und AEGF 
den Winkel GAB gemein haben (Fig. 128), so ergiebt sich: 




Fig. 128. 
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EB CK » DKFG; folglich sind diese Rechtecke Erganzimgs- 
parallelogramme. Die Gerade ^f'geht also durch die vierte 
Ecke J des durch die Punkte A, B und Q bestimmten 
Bechtecks. 

Sind auch die Eechtecke AB' CD und AEF' G' gleich, 
so ergiebt sich in ähnlicher Weise, dais die Gerade AK 
durch die vierte Ecke J' des Bechtecks geht, dessen drei 
erste Ecken die Punkte A, B' und G' sind. Somit sind 
auch die Rechtecke B'BMT und GJ'LG' als Ergänzungs- 
parallelogramme einander gleich. Addiert man zu jeder 
dieser Flächen das Rechteck AB'J'G', so folgt schliefslich: 
AB MG' ^ AB' LG. 

Setzt man: AB^a, AD=^Xf AE^y, AG = b, 
AB'=^a', AG'=b', so lautet die Voraussetzung der vor- 
stehenden Betrachtung: ax^by und a'x = b'y, und die 
Folgerung: ab'=ba. Vergleicht man die letzte Gleichung 
mit den beiden ersten, so ergiebt sich, dafs sie nach den 
Regeln der Algebra aus ihnen abgeleitet werden kann. 

Ist weiter: ax^by und ax'=b'y\ aber auch: 
aa =^bh\ so ergiebt sich zunächst aus der ersten und der 
dritten Gleichung: Vx^ay, dann aus dieser und der 
zweiten: xx'=^yy'. Die letzte Gleichung kann aber unter 
Berücksichtigung der dritten Gleichung aus den beiden ersten 
nach den Begeln der Algebra abgeleitet werden. 

5. Die in Nr. 3 und Nr. 4 angestellten Betrachtungen 
lehren, dais auf die Ausdrücke, die Flächen bezeichnen, und 
auf die Gleichungen, die für Flächen aufgestellt werden 
können, die Regeln der Algebra anwendbar sind: die Flächen 
sind als Produkte, die Seiten als Faktoren dieser Produkte 
zu behandeln. 

In der Algebra kann jede der Gleichungen ax = bc 

bc 
und x = -~ für die andere eintreten. Nichts hindert uns, 

sie auch in der Geometrie als gleichbedeutend zu betrachten, 

wenn unter a, b und c Strecken verstanden werden. In 

andern Worten: die Strecke, die mit der Strecke a ein 

bc 
Rechteck bestinmit, welches gleich bc ist, soll durch — 

bezeichnet werden. ^ 

Der Quotient aus einer Fläche und einer Strecke mufs 

demnach als eine Strecke betrachtet werden. 
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Es soll nun noch gezeigt werden , in welcher Weise 
die erweiterte geometrische Zeichensprache zum Beweise 
von Sätzen und zur Lösung von Aufgaben Verwendung 
finden kann. 

6. Werden zwei winkelgleiche Dreiecke so aufeinander 
gelegt^ dafs sie einen Winkel gemein haben^ so zerfallen sie 
durch die gemeinschafUiche Höhe in zwei Paare von recht- 
winkeligen Dreiecken ; die in den Winkeln übereinstimmen, 
und es ergiebt sich nach § 37, 6: j^a'» ah^ und h^V 
= hhif woraus folgt: a6'= ba\ In Worten: 

In winkelgleichen Dreiecken ist das Rechteck 
aus zwei nicht homologen Seiten beider Dreiecke 
gleich dem Rechteck aus den Seiten, die zu jenen 
homolog sind. 

Aus diesem Satze ergiebt sich wieder eine Konstruktion 
für die Seite eines Rechtecks, von dem der Flächeninhalt in 
Gestalt eines Rechtecks und eine Seite vorgeschrieben sind. 

7. Die bisherigen Sätze lehren die Lösung der Au%abe: 
Die Summe oder die Differenz von zwei gegebenen Quadraten 
oder Rechtecken oder eines Quadrats und eines Rechtecks 
in ein Quadrat zu verwandeln. Die umgekehrte Aufgabe, 
ein gegebenes Quadrat in die Summe oder in die Differenz 
von zwei Quadraten oder von zwei Rechtecken oder von einem 
Quadrat und einem Rechteck zu zerlegen, besitzt unendlich 
viele Lösungen. Sie wird bestimmt, wenn noch weitere Be- 
dingungen gestellt werden, z. B.: Ein gegebenes Quadrat in 
die Summe eines Quadrats und eines Rechtecks zu zer- 
legen, wenn von dem Rechteck eine Seite gegeben, und die 
nicht gegebene Seite gleich der Seite des Quadrats ist. 

Wenn man die gesuchte Quadratseite mit x, die ge- 
gebene Rechteckseite mit b, die Seite des gegebenen Quadrats 
mit a bezeichnet, so kann die Angabe in folgender Gleichung 
ausgesprochen werden: 

Da bx als das doppelte Rechteck aus den Seiten — und x 
au^fafst werden kann, so genügt es, auf jeder Seite der 
Gleichung -j zu addieren, um auf der linken Seite das 
Quadrat einer Summe zu erhalten: 
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x^ + 2^x + -- = a^ + j, oder: \x + ^j=a^ + j. 

Die letzte Gleichung lehrt, dals x um ^ kleiner ist als 

die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks, dessen 

Katheten a und ^ sind. Die Strecke x ist also konstmierbar. 

Ist a = 6, so geht die erste Gleichung in die folgende über: 

x^ = a{a — x). 

Da nun (a — x) + x =^ a ist, so ist in diesem Falle die Auf- 
gabe mit der folgenden identisch: Eine gegebene Strecke so 
zu teilen, dafs das Quadrat über dem einen Abschnitt gleich 
dem Rechteck aus dem andern Teile und der gegebenen 
Strecke ist. Diese Teilung ist unter dem Namen des goldenen 
Schnittes bekannt 

8. Soll ein gegebenes Quadrat in die Differenz aus 
einem Quadrat und einem Rechteck zerlegt werden, wenn 
wieder eine Rechteckseite gegeben, und die andere der Seite 
des gesuchten Quadrats gleich sein soll, so erhält man die 
Gleichung: 

x^ — bx == a^. 

Somit ergiebt sich wieder: 

b b^ 62 

l &v 

Die linke Seite der Gleichung ist entweder durch \x — ^1 

oder durch I— — x\ zu ersetzen. Da nun das Quadrat über 

einer Strecke, die kleiner als — ist, selbst kleiner als das 

b . "^ 62 

Quadrat über ^, d. h. kleiner als — sein muls, so ist es 

/ 6\2 62 

giebt sich: \x — — 1 = a^ + — . Die gesuchte Strecke ist 

also um — gröfser als die Hypotenuse eines rechtwinkeligen 

^ 6 

Dreiecks, dessen Katheten a und ^ sind. 
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Ist a = b, so geht die Au%abe in folgende über: 
x^ = a{a -}- x); in Worten: Eine gegebene Strecke so zu ver- 
längem^ dafs das Quadrat fiber der Verlängerung gleich dem 
Rechteck aus der gegebenen Strecke und der darch die 
Verlängerung erhaltenen wird. 

9. Soll das Quadrat von der Seite a unter den vorigen 
Bedingungen in die Differenz aus einem Rechteck und einem 
Quadrat zerlegt werden^ so führt die Aufgabe zu der Gleichung: 

hx — x^ = a^f oder a^ + x^ — bx^ 0. 



Wie früher ergiebt sich hieraus die folgende: 

b . 62\ 62 

4* 



«^+(^^-2|^ + t) = 



Man erkennt aber sofort, dafs die Aufgabe nur möglich ist, 

b^ b 

wenn «* < -r ^ oder a < — ist Erfüllen die gegebenen 

Gröfsen a und b diese Bedingung, so kann für das zweite 

/ bV (b V 

Glied der linken Seite entweder \x — —I oder 1^ — x\ 

eingesetzt werden, und man erhalt entweder: 

Die gesuchte Quadratseite ist also entweder um ^ gröfser 
als die Kathete eines rechtwinkeligen Dreiecks, dessen 
Hypotenuse gleich — , und dessen andere Kathete gleich a 
ist, oder die gesuchte Quadratseite ist um jene Kathete 
kleiner als ^. 

10. In der Algebra kann jede der beiden Gleichungen 

x^ =^ab und x = ySt für die andere eintreten. Ebenso wie 
in der Algebra für die zweite Potenz einer Zahl die Be- 
zeichnung Quadrat gebraucht wird, so kann auch umgekehrt 
der algebraische Begriff der Wurzel in die Geometrie über- 
nommen werden. Man bezeichnet nämlich als die Quadrat^ 
Wurzel einer Fläche die Seite des Quadrats, welches der 
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Fläche gleich ist. Unter Anwendung dieses B^iffes können 
die Schlursgleichangen von Nr. 7^ 8^ 9 in folgender Form 
ausgedrückt werden: 



1) ^ + 2 = y-i + ^* ^^^' ^ ^ "■ 2 "^ Vi 



-y + d 



2 



2) X 



3) --| = ]/|^^ oder: .= |+|/fr7a 
- j; = 1/ — — a^ oder: j; = — — y — — a^. 



h 
2 ■ 

Vei^leicht man diese Gleichungen mit den ursprünglichen: 

1) a;2+6a; — «2 = 

2) x^—hx — a^^O 

3) x'^ — hx + a^^Oy 

so ergiebt sich der SchluTs, dals man allgemein aus der 
Gleichung: 

für X einen der beiden Werte, bezw. die beiden Werte: 



— f±]/i 



^ s-± l/V — ff 

erhält. 

Die früher gefundene Bedingung für die Lösbarkeit der 
Aufgabe drückt aus, dafs unter dem Wurzelzeichen der 
Minuend grölser als der Subtrahend ist. 

Weiter ergiebt sich für die algebraische Behandlung 
geometrischer Angaben die Regel: Man betrachte als Un- 
bekannte der Aufgabe die Strecke oder die Strecken, auf 
deren Konstruktion die Lösung der Aufgabe zurückgeführt 
werden kann, stelle auf Grund der Bedingungen der Auf- 
gabe oder bekannter geometrischer Lehrsätze Gleichungen 
auf und leite aus den Lösungen der Gleichungen die geo- 
metrische Konstruktion der Unbekannten ab. 
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Übungen zu § 38. 

1. Werden auf den Seiten des Quadrats ÄPCD (oder 
auf den Verlängerungen der Seiten) die Punkte AB' CD' so 
angenonunen, dafs ÄÄ' = BB' = CC = DD' =^a und BÄ' 

= CB'^DC'=-ÄD'-= h ist, so ergiebt AcYiiÄB'^^ä^+lK 
Wie lautet der in dieser Gleichung enthaltene Satz? 

2. In jedem rechtwinkeligen Dreieck ist: a'^==ca^j 

6* ==063, a*+6*=c*, Al = a868. Wie lauten diese Glei- 
chungen in Worten? 

3. Welche Gleichung drückt die Beziehung 1) zwischen 
dem Quadrat über der Diagonale eines Quadrats und dem 
Quadrat selbst, 2) zwischen dem Quadrat über der Höhe 
eines gleichseitigen Dreiecks und dem Dreieck selbst aus? 

4. Die Strecke x auf Grund folgender Gleichungen zu 
zeichnen: 

X) x^^a^+h^ 2)a;» = a2— 6» 3)a; = — 4t) x^ — 

C Qt 

5) a;»=2a« 6) «* = ? 7) «* = ^ 8) «* = ^ 

9) a;»=^ 10) x = ~ 11) a;»=13a» + 6« 

8 2c 

12)..*= 3- 2 13) ^ = _ + _. 

(Bei den Nrn. 3, 4, 10, 13 führe man die in Nr. 6 des vor- 
stehenden Paragraphen angedeutete Konstruktion aus.) 

5. Welche geometrische Bedeutung haben folgende 
Ausdrücke: 

IX «* + &^ ox «* — *^ ox «^& A^ «&c ^, ahcd 
1) — - — 2) 3) — 4) — T- 5) — TT- 



6) ya6 - cd 7) t/ «(^' + ^') 8) ya« + 6» + c* 

9) ya« — 6c 10) a^hc 11) l/ö}^ 12) iai^ + c^t 
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6. fiin Dreieck zu zeichnen, von dem der Inhalt t iq 
Gestalt eines Quadrats oder eines Rechtecks gegeben ist; 
wenn aufserdem bekannt sind: 

I. 1) c 2) Äg. 

IL 1) a 2)y 3) a 4)\ b) m^ 6) Wg l)<(m^}H) 
8) < Kma) 9) < {m^nh) 10) s« 11) r 12) Og 13) q 

14) 68±«8 15) <(»«ia)- 

(Durch den Inhalt und eine Seite wird die zugehörige 
Höhe bestimmt.) 

7. Wenn zwei gleiche Dreiecke in einem Winkel 
übereinstimmen, so bestimmen seine Anseiten in 
dem einen Dreieck ein ebenso grofses Rechteck 
wie in dem andern. (Wenn die Dreiecke so gelegt 
werden, dafs sie den Winkel gemein haben, so sind sie 
Schenkeldiagonalendreiecke eines Trapezoids; mithin weist 
die Figur winkelgleiche Dreiecke auf. Siehe Nr. 6 des vor- 
stehenden Paragraphen.) 

8. Ein gegebenes Dreieck in ein gleichseitiges zu ver- 
wandeln. (Man verwandle es zuerst in ein Dreieck^ in dem 

. 2 . 
der eine Winkel gleich — iZ ist, das erhaltene unter Be- 

o 

nutzung von Nr. 7 in ein gleichschenkeliges, in dem jener 

Winkel der Winkel an der Spitze ist.) 

9. Ein Parallelogramm in einen Rhombus, dessen Winkel 
gegeben sind, zu verwandeln. 

10. Stimmen zwei Dreiecke in zwei Seiten überein, und 
sind die eingeschlossenen Winkel Supplementwmkel, so sind 
die Dreiecke gleich. (Man denke an ein Dreieck, welches 
durch eine Mittellinie geteilt ist.) 

11. Wenn zwei Winkel von gleichen Dreiecken 
Supplementwinkel sind, so bestimmen die Anseiten des 
einen Winkels ein ebenso grofses Rechteck wie die des 
andern. 

12. Unter Beibehaltung eines Winkels soll ein Dreieck 
so in ein anderes verwandelt werden, dafs entweder 1) von 
den Anseiten jenes Winkels die eine zwei- oder dreimal so 
grofs wie die andere wird, oder 2) der dritte Teil der einen 
Anseite gleich dem vierten Teile der andern wird. 
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13. Unter Beibehaltung eines Winkels ein Dreieck so 
in ein anderes zu ^^nrandeln, da(ß in dem neuen Dreieck 
die Summe (die DiflPerenz) der Anseiten jenes Winkels einer 
gegebenen Strecke gleich wird. Wie mufs die gegebene 
Strecke gewählt werden^ damit die Aufgabe möglich sei? 
(Siehe die Schluisbemerkung in Nr. 10 des vorstehenden 
Paragraphen.) 

14. Unter Beibehaltung eines Winkels ein Dreieck so 
in ein anderes zu verwandeln^ dafs in dem neuen Dreieck die 
Summe der Anseiten jenes Winkels möglichst klein wird. 
(Siehe die vorige Au%abe.) 

15. Über einer gegebenen Hypotenuse ein rechtwinkeliges 
Dreieck so zu zeichnen, dals auf der Hypotenuse die Projek- 
tion der einen Kathete das 2i- fache der andern Kathete 
betragt. 

16. In welcher Beziehung stehen die Kathetenquadrate 
zueinander, wenn auf der Hypotenuse die Projektion der 
einen Kathete 2-, 3-, 4 mal so grofs ist wie die der andern? 

17. Ein recht\vinkeliges Dreieck von gegebener Höhe zu 
zeichnen, in dem die Differenz der Kathetenprojektionen auf 
der Hypotenuse einer gegebenen Strecke gleich ist. 

18. Ein rechtwinkeliges Dreieck von gegebener Hypo- 
tenuse zu zeichnen, in welchem das Quadrat über der Höhe 
dem Flächeninhalte des Dreiecks gleich ist. 

19. Einem gegebenen Kreise 1) ein rechtwinkeliges 
Dreieck von gegebenem Inhalte, 2) ein Rechteck von ge- 
gebenem Inhalte einzuschreiben. 

20. Ein rechtwinkeliges Dreieck aus der Summe (der 
Differenz) der Katheten und dem Inhalte zu zeichnen. 

21. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu zeichnen, in dem 
die zu einer Kathete gehörige Mittellinie und die Differenz 
der Kathetenprojektionen auf der Hypotenuse gegeben sind. 

22. Ein gleichschenkeliges Dreieck 1) aus dem Um- 
fang und der Höhe zur Grundlinie, 2) aus dem Umfang 
und dem Inhalte zu zeichnen. 

23. Vier gleiche Kreise zu zeichnen, die einen gegebenen 
Kreis gleichartig berühren, und von denen jeder zwei der 
übrigen Kreise berührt. 

24. Die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks 
aus der Höhe und dem Ankreise der Hypotenuse zu be- 
stimmen. 
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25. Ein Quadrat zu zeichnen, von dem zwei Ecken 
auf einem Durchmesser, die beiden andern auf dem Um- 
fang eines gegebenen E^reises liegen. 

26. Ein Rechteck von gegebenem Inhalte zu zeichnen, 
von dem zwei Ecken auf einem Durchmesser, die beiden 
andern auf dem Umfang eines gegebenen Kreises li^en. 
Welches ist das gröfste Rechteck, das in der angegebenen 
Weise einem gegebenen Halbkreise eingeschrieben werden 
kann? (Siehe die Schlufsbemerkung in Nr. 10 des vor- 
stehenden Paragraphen.) 

27. Ein Rechteck zu zeichnen, welches gleich der 
Hälfte eines gegebenen Rechtecks ist, und dessen Seiten 
mit denen des gegebenen einen Rahmen bestimmen, der 
überall dieselbe J^reite hat (Die Breite ist zu berechnen 
und geometrisch zu konstruieren.) 

28. Ein gegebenes rechtwinkeliges Dreieck durch ein 
Lot zu einer Kathete zu halbieren. (Man stelle Gleichungen 
für die Katheten des neuen Dreiecks auf.) 

29. Von einem gegebenen Dreieck durch ein Lot zu 
einer Seite die Hälfte oder den dritten Teil abzuschneiden. 
(Das gesuchte Lot und die zu ihm parallele Höhe bestimmen 
winkelgleiche Dreiecke.) 

30. Alle Dreiecke, die eine Seite gemein haben, und 
deren nicht gemeinschaftliche Ecken auf demselben Lote 
zur gemeinschaftlichen Seite liegen, können durch eine 
einzige Gerade halbiert werden. (Der Beweis ergiebt sich 
aus der vorhergehenden Au%abe.) 

31. Durch eine Gerade, welche die beiden Katheten 
schneidet, soll ein gegebenes rechtwinkeliges Dreieck in 
zwei Teile zerlegt werden, die gleiche Umfange und gleiche 
Inhalte haben. (Der Inhalt des neuen Dreiecks ist vor- 
geschrieben.) 

32. Ein gegebenes Rechteck in ein anderes von gegebener 
Diagonale zu verwandeln. Ist die Aufgabe stets möglich? 

33. Werden die Ecken eines Dreiecks mit dem Mittel- 
punkte desselben Berührungskreises verbunden, so ergiebt 
sich, dafs der Inhalt i des gegebenen Dreiecks auf folgende 
vier Arten ausgedrückt werden kann: 

i == QS =^ Qi{8 ^ a) ^ Q^(s — b) ^ Qq (s — c). 



§ 89. FlftchenTergleichung beim sohiefwinkeligen Dreieck. 221 

34. Ein Dreieck zu zeichnen^ von dem der Inhalt in 
Gestalt eines Rechtecks oder eines Quadrats vorgeschrieben 
ist, wenn aufserdem gegeben sind: 

I. 1) Q 2) Q^. 

IL. 1) a 2) ß 3) a 4)6 + c 6) h^ 6) q^. 

35. Ein Dreieck zu zeichnen aus: 

1) a — by Äg, Q^ 2) a + 6, Ag, Qs 3) a + 6, Ag, q 
4) 2s, Ag, Q 5) c, Ag, Q 6) c, Äg, a + b. 

36. Auf einer gegebenen Strecke a und auf 
ihrer Verlängerung je einen Punkt zu bestimmen, 
dessen Abstände von den Endpunkten der Strecke 
mit zwei andern gegebenen Strecken p und q be- 
ziehungsweise gleiche Rechtecke bestimmen. (Man 
berechne die Abstände des gesuchten Punktes von den End- 
punkten der gegebenen Strecke. Oder auch: Die Abstände 
des gesuchten Punktes von den Endpunkten der gegebenen 
Strecke können als homologe Seiten von winkelgleichen 
Dreiecken aufgefafst werden, für die der gesuchte Punkt 
eine gemeinschaftliche Ecke ist, und in welchen die Strecken 
p und q ein zweites Paar homologer Seiten bilden.) 

§ 39. Flftchenyergleiehiing beim sehiefwinkeligen 

Dreieck. 

1. Zieht man in dem Rechteck AB CD durch den 
Punkt X der Diagonale ^0 die Parallelen EF und GH 
zu den Seiten (Fig. 129), so ist: GBFX = EXHD. 




Fiff. 1S8. 
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Wenn EJ parallel zu ACy XK und CL senkrecht 
zu AC gezogen werden^ so ergiebt sich: 

EXHD ^EXCJ^XCLK. 

Ist weiter XM ^ XG = AE, und MN senkrecht zu X C, 
so sind in den Streifen XK MN und ACIEL die Quer- 
strecken XM und XP oder AE homolog und gleich^ die 
genannten Streifen also kongruent^ und ihre Breiten XN 
und XE einander gleich. Die gleichen Rechtecke XCLK 
und GBFX haben somit als Seiten die Strecken XC und 
XG=^XM und deren Projektionen XF und XK^XN 
för den eingeschlossenen Winkel. Da die Figur offenbar 
auch hergestellt werden kann^ wenn man von den Strecken 
XM und XC und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel 
CXM ausgeht 9 und die Strecken XC und XM auf den 
Schenkeln des Winkels CXM verschoben werden können^ 
ohne dafs ihre Projektionen sich ändern ^ so ergiebt sich 
der Satz: 

Zwei Strecken, die auf verschiedenen Geraden 
liegen, bilden gleiche Rechtecke, jede mit der 
Projektion der andern für den eingeschlossenen 
Winkel. 

Da durch die Strecken XM und XC und den ein- 
geschlossenen Winkel das Dreieck CMX bestimmt wird, 
so kann der Satz auch folgendermafsen ausgesprochen werden: 

Zwei Seiten eines Dreiecks bestimmen gleiche 
Rechtecke, jede mit der auf ihr liegenden Projek- 
tion der andern. 

2. Werden zu den Seiten A C und B C des Dreiecks AB C 
die Höhen konstruiert, so liegen die Fulspunkte H^ uud H^ 
auf den Seiten selbst oder auf deren Verlängerungen, je 
nachdem der eingeschlossene Dreieckswinkel / spitz oder 
stumpf ist (Fig. 130 u. 131). 

Jede der beiden Seiten A C und B C bestimmt mit den 
auf ihr liegenden Projektionen der beiden andern Dreieck- 
seiten zwei Rechtecke, deren Summe oder Differenz gleich 
dem Quadrat über der betrachteten Seite ist, je nachdem 
y <R oder y>B ist. Konstruiert man auch über der 
dritten Seite die Rechtecke aus ihr und jeder der auf ihr 
liegenden Projektionen, und bezeichnet man von den sechs 
Rechtecken diejenigen als benachbart, die eine £k;ke des 
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Dreiecks als gemeinschafUiche Ecke baben^ so sind nacb 
dem vorigen Satze je zwei benacbbarte Becbtecke einander 
gleicb. 

Je nachdem nun AB einem spitzen oder einem stumpfen 
Winkel gegenfiber liegt, ist das Quadrat über AB um die 
Summe der Rechtecke an der Ecke C kleiner oder gröfser 
als die Summe der Quadrate über den Seiten AC und BC. 
Somit ergiebt sich der Satz: 

Die Summe der Quadrate über zwei Seiten 
eines Dreiecks ist um das doppelte Rechteck aus 
einer von 'ihnen und der auf ihr liegenden Projek- 
tion der andern gröfser oder kleiner als das Quadrat 
über der dritten Seite, je nachdem der Gegenwinkel 
dieser dritten Seite spitz oder stumpf ist 

In der Zeichensprache lautet der Satz: 

c2 = a« + 6« + 2a6i oder: c^ ^ ä^ + ¥ ±2ha^. 

Wenn das Dreieck ABC rechtwinkelig ist, so erhält 
man auf jeder Kathete eine einzige Projektion, die aber der 
Kathete selbst gleich ist Die Rechtecke an der Ecke C 
verschwinden, und die beiden andern gehen in die Quadrate 
über den Katheten über. Der vorstehende Satz geht also 
in den Satz des P}i;hagoras über und heifst deswegen der 
allgemeine pythagoreische Lehrsatz. 

3. Ist das Quadrat über einer Dreieckseite gröfser als 
die Summe der Quadrate über den beiden andern Seiten, 
so ist die einzige Annahme, die nicht mit dem pjihagore- 
Ischen Lehrsatze in Widerspruch steht, die, dals der Gegen- 
winkel jener Seite ein stumpfer ist 

Durch Betrachtung der beiden übrigen Annahmen, die 
über das Quadrat einer Dreieckseite und die Summe der 
Quadrate über den beiden andern gemacht werden können, 
gelangt man zu dem vollständigen Beweise des Satzes: 

Je nachdem das Quadrat über einer Dreieck- 
seite gröfser als die Summe der Quadrate über den 
beiden andern Seiten oder gleich dieser Summe 
oder kleiner als diese Summe ist, ist der Gegen- 
winkel jener Seite stumpf, ein Rechter oder spitz. 

4. Nach dem pythagoreischen Lehrsatze ist a* = 6* 
+ c^ -j_ 2ch^y wenn a > B, und a^ = 6^ + c* — 2063, wenn 
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a<Äist Ln erstem PaUe also: 65 « 5^ ^ , im 

zweiten: o« = ^^r . 

2c 

Kennt man von einem Dreieck die Seite c und die 
Differenz der Quadrate der beiden andern Seiten: a* — b^z^^p^^ 
so ist demnach der Gegenwinkel von a stumpf, wenn p> c, 
oder spitz, wenn ^ < c ist In beiden Fällen ist nach den 
gefundenen Gleichungen hg, also auch der Fuispunkt der 
Hohe auf der gegebenen Seite , konstruierbar. Das in ihm 
auf der gegebenen Seite errichtete Lot ist dann der Ort für 
die Gegenecke. Somit ergiebt sich: 

Der Ort für die Spitzen aller Dreiecke, die in 
einer gemeinschaftlichen Seite und in der Differenz 
der Quadrate der beiden andern Seiten überein- 
stimmen, ist eine Gerade, die auf der gegebenen 
Seite senkrecht steht. 

5. Wendet man den pythagoreischen Lehrsatz auf die 
beiden Dreiecke an, in die das Dreieck ABC durch die Mittel- 
em 

linie CM^ zerlegt wird (Fig. 132), so ergiebt sich: a^ = — + ms 

— c. Jfgffg und: 6» « j + »^ + c- Jfgifs, folgKch: a^ + ft» 

= 2^ + 2»i8, oder: w; ^ -. 

In allen Dreiecken, die in einer gemeinschaftlichen 
Seite (c) und in der Summe der Quadrate der beiden andern 
Seiten (a^ + 6«) übereinstimmen, 
haben also die Gegenecken der 
gemeinschaftlichen Seite von deren 
Mittelpunkte gleiche Abstände. 
Es folgt somit: 

Der Ort für die Spitzen 
aller Dreiecke, die in einer 
gemeinschaftlichen Seite und 
der Summe der Quadrate der 
beiden andern Seiten überein- 
stimmen, ist ein Kreis um 
den Mittelpunkt der gemeinschaftlichen Seite. 

6. Hierher gehört auch der im vorigen Paragraphen 
zur Übung bewiesene Satz: 

Pf lieger, Elementare Planimetrie. 15 
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• In winkelglei<;hen Dreiecken ist das Rechteck 
aus zwei nicht homologen Seiten beider Dreiecke 
gleich dem Rechteck aas den Seiten, die zu jenen 
homolog sind. 

Übungen zu § 39, 

1. Die Ecken eines Quadrats von der Seite b liegen 
auf den Seiten (Verlängerungen der Seiten) eines Quadrats 
von der Seite a. Welche Abstände haben die Ecken des 
ersten Quadrats von den Mittelpunkten der Seiten des 
zweiten? 

2. Dieselbe Au%abe für zwei gleichseitige Dreiecke. (Die 
Gleichung ergiebt sich aus dem allgemeinen pjrthagoreischen 
Lehrsatze unter Berücksichtigung von § 32, Übung Nr. 22.) 

3. T^in Dreieck ist von einer Ecke aus in drei gleiche 
Teile geteilt: die Teilungslinien sollen durch die Seiten 
ausgedrückt werden. (Mit Hufe des allgemeinen pythagore- 
ischen Lehrsatzes.) 

4. Wird ein rechtvmikeliges Dreieck von dem Scheitel 
des rechten Winkels aus in drei gleiche Teile geteilt^ so ist 
die Sunune der Quadrate über den Teilungslinien gleich 
der Summe der Quadrate über dem einen Abschnitte der 
Hypotenuse und über der Smnme der beiden andern. 

5. Ein Dreieck zu konstruieren aus: 
i) c, 63 + «3, b±a 2) 63, 03, b±a. 

(Man berücksichtige die Beziehung: 6| — aj = 6* — a*.) 

6. Ein* Dreieck zu zeichnen aus: 

I. 1) 6*— a^ c 2) li — aly c S) sl — s«, c. 

n. 1) a 2)y 3) /8 — a 4) r 5) 5« 6) a + b 
1) b — a 8) Äi 9) A3 10) m^ 11) % 12) 25 
13) s — a 14) s — c. 

(Aus den Werten für b^ — a^ und s — a = , 

bezw. 5 — c = ^ , kann jede der beiden Seiten a und b 

durch Rechnung bestimmt werden.) 

7. Ein Dreieck zu konstruieren aus: 

L 1) a2 + 62, c. 
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IL 1) a 2) y 3) r 4) Sg b) a + b 6) a — b 

7) Ai 8) *8 9) % 10) 2s 11) s — 6 12) s — c 
13) 63 — ag 14) q 15) a . 6. 

8. Zur Konstruktion eines Dreiecks sind gegeben: 
L 1) c, sl + sl. 

TL 1) a 2) y 3) r 4) Sg 5) h^ 6) 63 — Og 7) c, 

8) b^ — c^ 9) 6S — oj. 

9. Aus folgenden Angaben ein Dreieck zu konstruieren: 
I. 1) Cf ml — ml. 

n. 1) < (cmi) 2) < (cwa) — < (cwi) 3) < Kmg) 

4) «»3 5) ig 6) Wi + Wg. 

10. Ein Dreieck zu zeichnen^ von dem man kennt: 
I. 1) c, m\ + mj. 

IL 1) < (cwi) 2) < (CW3) 3) *3 4) mi + m^ 

5) fn^fTs,. 

11. Die Seiten von Erganzungsparallelogrammen^ sind 
auch Seiten von gleichen Rechtecken. (Siehe § 38, Übung 
Nr. 7.) 

12. Die Rechtecke aus den Abschnitten, welche von 
dem Schnittpunkte der Höhen eines Dreiecks auf jeder 
Höhe bestimmt werden, sind gleich. 

13. Unter Beibehaltung eines Winkels ein gegebenes 
Dreieck in ein anderes zu verwandeln, in dem die Gegen- 
seite des beibehaltenen Winkels zu einer gegebenen Geraden 
parallel ist (Man berücksichtige auch, dafs die gegebene 
Gerade und die Gegenseite des beibehaltenen Winkels zwei 
winkelgleiche Dreiecke bestimmeu.) 

14. In jedem Dreieck ist: w\^ab — agbs und w^ = a'bs 
— ab. (Sind S und S' die Schnittpunkte von CW^ und 
CWi mit dem Umkreise, so sind winkelgleich: 1) ASG 

und TTs-BC, 2) BGW^ und S^ TT», 3) ^S'C und W^BCy 

4) BCWl und S'AWi) 

15. In jedem Dreieck ist: abs = ba^; abg = bai', 
asbs » bsOs* (Haben 8 und 8' dieselbe Bedeutung wie bei 

15* 
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Nr. 14, so sind winkelgleich: 1) BCW^ und SAW^, 
2) ACWs und SBWs. Die dritte Gleichung ist eine 
Folge der beiden ersten.) 

16. Unter Berücksichtigung der beiden vorhergehenden 
Nummern sollen aus folgenden Angaben Dreiecke gezeichnet 
werden: 

l)a,6,a8 2)a,b,w^ 3)a,as,bj 4) a^as,^, 5) a,b3,Ws 
6) «Ä^ bs^ «^8 7) (^, h ^i 8) a, ai, bi 9) a, a», Wz 10) a, hi? ^i 
11) ai, bsi w^8 12) a ± 6, Os, b« 13) a ±b, ai, bi. 

17. Wenn von einem Dreieck zwei Ecken und der 
Fufspunkt der einen Winkelhalbierenden auf ihrer Ver- 
bindungslinie gegeben sind, so kann der Fufspunkt der 
andern Winkelhalbierenden mit Hilfe von drei Kreisen und 
drei Geraden gefunden werden. (Siehe die Figur zu Nr. 13. 
Man lege durch die gegebenen Ecken A und B einen 
beliebigen Kreis und verbinde den gegebenen FuTspmikt W^ 
mit dem Punkte 8, den der Kreis auf der Achse von AB 
bestimmt. Ist C der Schnittpunkt der Geraden SW^ und 
des Kreises durch A und B, so schneidet die Gerade S'C 
die Gerade AB ia dem gesuchten Punkte.) 

18. Ein Dreieck zu zeichnen, wenn man kennt: 
I. 1) A,B,Wi 2) A,B,Wi. 

n. 1) a 2) y 3) Ä, 4) 6, ± a, 5) 6» ± a» 
6) sl ^sl 7) r 8) gl + Q^ 9) qs - q. 

§ 40. FiachenTergleichung bei Sekantenabschnitteii. 

1. Wenn man durch einen beliebigen Punkt P in der 
Ebene des Kreises M zwei Gerade zieht, die den Kreis 
in A und B, beziehungsweise C und D, schneiden, so er- 
giebt sich aus dem Satze über Kreiswinkel die Winkel- 
gleichheit der Dreiecke APD und BPC (Fig. 133 u. 134). 
Also folgt: PA' PB^^PC- PD. In Worten: 

Auf allen Sekanten eines Kreises, die durch 
einen festen Punkt gehen, bestimmen die Ab- 
schnitte, welche der feste Punkt mit den Kreis- 
punkten jeder Sekante begrenzt, gleiche Rechtecke« 
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2. Wird der feste Punkt P innerhalb des Kreises M an- 
genommen (Fig. 135)^ so giebt es unter allen Sehnen^ die durch 
P gehen^ eine kleinste QRy nämlich die auf dem Durch- 
messer PM senkrecht stehende. Das Rechteck aus ihren 





Flg. 188. 



Fig. 134. 



Abschnitten PQ und PR ist ein Quadrat vom Umfang 
2QB. Für irgend eine andere Sehne AB^ die durch P 
geht^ hat das Rechteck aus den Abschnitten PA und PB 
den Umfang 2 AB. Da aber QB < AB ist, so ergiebt 
sich: Unter allen Rechtecken von gleichem Inhalte hat das 
Quadrat den kleinsten Umfang, und unter allen Rechtecken 
von gleichem Umfange hat das Quadrat den gröfsten Inhalt. 
Sind die Abscbiitte PA und PB die Seiten eines 
gegebenen Rechtecks, so kann durch A und B immer ein 
Elreis gelegt werden, dessen 
Durchmesser gröfser als eine 
gegebene Strecke s ist. In 
diesem Kreise kann man dann 
durch P eine Sehne ziehen, die 
gleich 8 ist, wofern nur s nicht 
kleiner ist als die kleinste 
durch P gehende Sehne. Folg- 
lich ist es stets möglich, ein 
gegebenes Rechteck in ein 
anderes von vorgeschriebenem 
Umfange 2 s zu verwandeln, Fig iss 

wofern nur dieser Umfang nicht 

kleiner ist als der Umfang des Quadrats, das dem ge- 
gebenen Rechteck gleich ist. 
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3. Wenn der feste Punkt P aul'serhalb des Kreises lUL 
angenommen wird (Fig. 136), und von P aus eine Tangente 
TQ gezogen wird, so ist: 

2 « 2 



pg =pjif — jfö = (pjf + Mq) (PJf — Mq) 

= (PJf + MB) {PM — üf Q = PDPG 

= P-4 . PP. 

Die durch P gehende Tangente ist daher im Sinne des 
Satzes Nr. 1 zu den durch P gehenden Sekanten zu zahlen; 
das durch sie bestimmte Bechteck ist ein Quadrat. 

Sind PA und PB die Seiten eines gegebenen Recht- 
ecks, so kann wieder durch A und B ein Kreis gelegt 
werden^ dessen Durchmesser gröfser als eine vorgeschriebene 




Fig. 186. 

Strecke d ist. Man kann dann stets durch P eine Sekante 
ziehen, auf welcher durch den Kreis eine Sehne von der 
Länge d ausgeschnitten wird. Folglich ist es stets mögUch, 
das gegebene Rechteck in ein anderes zu verwandeln, in 
dem die Differenz zweier Anseiten einer vorgeschriebenen 
Strecke d gleich ist. 

4. Wenn zwei Strecken AB und CD (Fig. 137 u. 138) 
oder deren Verlängerungen sich in einem Punkte P so 
schneiden, dafs PA'PB = PC • PB 

ist, und der durch A^ B und C bestimmte Kreis die 
Gerade PC in X schneidet, so ist auch: 

PA'PB^PC' PX. 
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Aus beiden Gleichungen folgt: PC • PD ^ PC • PX und: 
PD = PX. Da nun die Punkte D und X bezüglich AB 
in derselben Halbebene liegen, so fallen sie zusammen. 

liegt P auf jeder der beiden Strecken, so sind PA, 
PB, PC und PD Abschnitte der beiden Strecken. Behält 





Fig. 157. 



Fig. 138. 



man diesen Ausdruck auch für den Fall bei, dafs P auf 
der Verlängerung jeder Strecke liegt, so kann der Satz 
ausgesprochen werden: 

Wenn zwei Strecken oder die Verlängerungen 
von zwei Strecken sich so schneiden, dafs das 
Rechteck aus den Abschnitten der einen Strecke 
gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der 
andern ist, so liegen die Endpunkte beider 
Strecken auf demselben Kreise. 



:2 



5. Ist PA'PB^PC (Fig. 139 u. 140), und schneidet 
der durch A, B und C bestimmte Kreis die Gerade PC 





Fig. 189. 



Fig. 140. 
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in X, 80 ist auch: PÄ^PB^PC- PX; folgüch: PC- PX 

= PÖ^, und: PX^PC. 

Liegt nun P auf der Strecke AB (Fig. 139), so gehören 
bezüglich der Geraden AB die Punkte C und X ver- 
schiedenen Halbebenen an; P ist daher der Mittelpunkt der 
Sehne CX. Wenn aber P ein Punkt der Verlängerung von 
AB ist (Fig. 140), so liegen C und X bezüglich AB in der- 
selben Halbebene; die Punkte C und X fallen dann zu- 
sammen, und PC ist eine Tangente des durch A, B und C 
bestimmten Kreises. Man erhalt somit den Satz: 

Wenn das Quadrat über der Verbindungslinie 
einer Ecke eines Dreiecks mit einem Punkte der 
Gegenseite gleich dem Rechteck aus den Ab- 
schnitten dieser Gegenseite ist, so ist jene Ver- 
bindungslinie eine halbe Sehne oder eine Tangente 
des Umkreises. 

Übungen zu § 40. 

1. Ein gegebenes Rechteck in ein anderes von vor- 
geschriebenem Umfange zu verwandeln. 

2. Ein gegebenes Rechteck in ein anderes zu ver- 
wandeln, in dem der Uberschufs einer Seite über ihre 
Nachbarseite einer gegebenen Strecke gleich ist. 

3. Durch einen gegebenen Punkt aufserhalb eines 
Kreises eine Sekante so zu legen, dafs das Quadrat über der 
auf ihr ausgeschnittenen Sehne gleich dem Rechteck aus 
den beiden Abschnitten ist, die der gegebene Punkt mit 
den Kreispunkten der Sekante begrenzt. Ist die Au%abe 
immer möglich? (Man suche die Sehne zu berechnen.) 

4. Durch einen gegebenen Punkt innerhalb eines ge- 
gebenen Kreises eine Sekante so zu ziehen, dafs entweder 
1) der eine Abschnitt doppelt so grofs wie der andere ist, 
oder 2) der 3. Teil des einen Abschnittes gleich dem 5. Teile 
des andern ist. 

5. In einem gegebenen Kreise eine Sehne so zu ziehen, 
dafs sie von zwei gegebenen Durchmessern, die aufeinander 
senkrecht stehen, in drei gleiche Teile geteilt wird. (Man 
suche die Abschnitte zu berechnen, die die Sehne auf den 
gegebenen Durchmessern bestimmt.) 
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6. Ein gegebener Kreis ist durch drei Durchmesser in 
gleiche Teile geteilt Eine Sehne soll gezeichnet werden^ 
welche durch die drei Durchmesser in gleiche Teile ge- 
teilt wird. 

7. In dem grofsem von zwei gegebenen konzentrischen 
Kreisen eine Sehne so zu ziehen^ dafs entweder 1) sie von 
dem kleinem in drei gleiche Teile geteilt wird, oder 2) ihr 
5. Teil gleich dem 3. der Sehne ist^ die der kleinere Kreis 
auf ihr ausschneidet 

8. Die Lösungen der Gleichungen: x(J) + x) = a^; 
x{b — a?) = «2. x(x — 6) = a* sind mit Hilfe der Kreissätze 
zu finden. 

9. In jedem Dreieck ist das Quadrat über der Hälfte 
einer Seite gleich dem Rechteck aus den Abschnitten, die 
der Mittelpunkt der Seite mit den Fufspunkten der zu- 
gehörigen Winkelhalbierenden begrenzt (Der Beweis ergiebt 
sich durch Einführung der in Rede stehenden Gröfsen in 
die Gleichung agbs = ^sOs« Siehe § 39, Übung Nr. 15.) 

10. Für alle Kreise, welche durch die Fufspunkte der 
Winkelhalbierenden auf einer Dreieckseite gehen, sind die 
Tangenten durch den Seitenmittelpunkt einander gleich. 
(Siehe Nr. 9.) 

11. Der Kreis, welcher durch zwei Ecken eines Drei- 
ecks und den Fufspunkt einer Winkelhalbierenden geht, die 
zu der einen Ecke gehört, berührt die Gerade, welche die 
zweite Ecke mit dem Punkte verbindet, in dem jene Winkel- 
halbierende den Umkreis schneidet (Man gehe von der 
Winkelgleichheit der Dreiecke SBC und SBWq aus. Siehe 
§ 39, Übung Nr. 14.) 

12. Durch den Mittelpunkt eines gegebenen Kreisbogens 
eine Sehne so zu ziehen, dafs ihr zweiter Kreispunkt und 
die zu dem Bogen gehörige Sehne auf ihr eine Strecke von 
vorgeschriebener Länge bestimmen. (Siehe Nr. 11. Ist S 
der Mittelpunkt der Sehne AB, so lege man durch B einen 
Kreis Ky der SB berührt und dessen Durchmesser gleich 
der vorgeschriebenen iJinge ist Ist P der Schnittpunkt 
des Kreises K und der Strecke 8K, so bestimmt der Kreis 
um S mit dem Radius SP auf AB den Schnittpunkt der 
gegebenen und der gesuchten Sehne.) 
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13. Ein Dreieek zu zeichnen aus: 

L 1) fWg, Äj 2) Äg, ig ± ag 3) mg, ig + «g. 

n. 1) M?8 2) wi 3) bg — a» 4) hi + a^. (Siehe 
Nr. 9 und 10.) 

14. Ein Dreieck zu zeichnen, von dem gegeben sind: 

I. 1) ß — a. 

IL l)c,Ä8 2) ig + ag, bg — Qg 3) 6g±a3, bg'+ai. 



Dreizehntes Kapitel. ^^ / , ^2.7 

Die Berührnngsaufgabe des ApoUonius. 



§ 41. Die elementaren Losungen der 
Berührnngsaufgabe. 

1. Unter der Berührungsaufgabe des ApoUonius ver- 
steht man folgende: Einen Kreis zu zeichnen^ der drei ge- 
gebene Kreise berührt. 

Nimmt der Radius eines Kreises ohne Ende ab^ so 
dafs er schKefslich kleiner wird als jede noch so klein ge- 
dachte Strecke^ so kann das Auge den Kreis nicht mehr 
von einem Punkte unter- 
scheiden. 

Die Gerade g werde 
in A durch den Kxeis M. 
berührt (Fig. 141), und eine 
gegebene Parallele zu MA 
werde von g in P und von 
Jf in geschnitten. Ist 
dann M! A^ MA, so folgt: 
MA^M'M+MC^bIso: 
MA>M'a Wird nun 
um Jf' der Kreis mit dem 
Badius M*A beschrieben, 
so liegt C innerhalb dieses 
Kreises; der Kreis M 
sdmeidet daher die Gerade 
PC in einem Punkte C, rig. ui. 

der dem Punkte P näher 

hegt als der Punkt C Entfernt sich der Punkt M immer 
mdir von dem Punkte A, wahrend der Kreis Jf ein Be- 
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ruhrungskreis der Geraden g bleibt, so wird PC schKels- 
lieh kleiner als jede noch so klein gedachte Strecke. I>ie 
Punkte des Kreises M' können dann nicht mehr von den 
Punkten der Geraden g unterschieden werden. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen entnehmen ^wir 
die Berechtigung^ Punkt und Gerade als Grenzgebilde des 
Kreises zu betrachten und den Punkt als einen Kreis von 




Fig. 142. 

unendlich kleinem, die Gerade als einen Kreis von unendlich 
grolsem Radius aufzufassen. 

Bei der Berührungsau^be sind daher folgende zehn 
Fälle zu unterscheiden, wenn die gegebenen Gebilde Punkt, 
Gerade und Kreis beziehungsweise durch P, 6r, K bezeichnet 
werden: 1) PyP, P 2) P, P, O 3) P, P, IT 4) P, 6?, G 
5) P, ö, K 6) P, Ky K 7) G, G, G 8) G, G, K 9) G, K, K 
10) JE, Ky K 

2. Unter den aufgezählten Fällen sind der erste und 
der siebente bereite gelöst. Die übrigen können in zwei 
Erlassen eingeteilt werden, je nachdem unter den gegebenen 
Gebilden ein Punkt vorkommt oder nicht. 

Wenn der Kreis M die Gerade g und jeden der Kreise 
Kl und K2 berührt (Fig. 142 u. 143), und der Badius r^ des 
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Xreises K^ kleiner als der Radius r, des Kreises K^ ist, so 
berührt der Kreis um Jf mit dem Badius MK^ eine Gerade g'y 
die zu 9 im Abstände r^ parallel ist^ und einen Kreis 
um K^y der je nach der Art der Berührung zwischen M 
und K^ den Radius r^ — r^ oder den Radius r^ + r^ hat. 
Der Punkt M kann daher auch als Mittelpunkt eines 




Fig. 148. 



Kreises betrachtet werden , der durch einen gegebenen 
Punkt geht^ eine gegebene Gerade und einen gegebenen 
Kreis berührt 

Durch eine ahnliche Betrachtung können auch der 
drittletzte und der letzte Fall auf solche zurückgeführt 
werden^ in welchen unter den gegebenen Gebilden je ein 
Punkt vorkommt. Man hat sich demnach nur mit der 
Losung der folgenden Fälle zu beschäftigen: 1) P, P, O 
2) P, P, K 3) P, ö, Q 4) P, ö, K 5) P, K, K. 
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3. Sei M ein Ejreis^ der durch die gegebenen Ponkte 
A und B geht und die gegebene Gerade § berührt (Fig. 144). 

Ist C der Be- 
rfihrungspimkt auf g, 
und S der Schnittpunkt 
der (xeraden AB und g, 
so eigiebt sich: 

'8&^ SA . SB. 

Da nun die Strecken 
SA und SB durch die 
\ gegebenen Gebilde be- 
, stimmt werden, so ist 
\ die Lange der Strecke 
{ SC konstruierbar als 
y Tangente durch 8 an 
' einen beliebigen Kreis, 
der durch A und B 
geht. Der Punkt C 
wird dann auf g durch 
den Kreis um S mit 
dem Radius SC aus- 
geschnitten. Ist ge- 




-— ^' 



Fig. 144. 
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fiinden, so ist die vorBegextde Au^abe auf die andere 
zurückgeführt.: durch drei Punkte einen Kreis zu kgen. 
Da der ICreis um Sy der zur Konstruktion des Punktes C 
dient, die Gerade g in zwei Punkten schneidet^ so hat die 
Aufgabe zwei Lösungen. 

4. Sei M ein Kreis, der durch den gegebenen Punkt A 
geht und die gegebenen Geraden g und g^ berührt (Fig. 145). 
Die Halbierungslinie SM des Winkels {gg^) ist eine Achse 
der Figur; der zu A bezüglich SM sjnunetrische Punkt liegt 
also auch auf dem Kreise M. Damit ist die Aufgabe auf 
die vorhin behandelte zurückgeführt, wie diese hat sie zwei 
Lösungen. 

5. Sei M ein Kreis, der durch die gegebenen Punkte A 
und B geht und den gegebenen Kreis K berührt (Fig. 146). 




Fig. 146. 

Ist C der Berührungspunkt beider Kreise, und S der 
Schnittpunkt der gemeinschaftlichen Tangente in mit der 
Geraden AB, so erhält man zunächst: 

SC^- SÄ . SB. 

Wenn auf K ein beliebiger Punkt D angenommen, und 
die Gerade SD gezogen wird, so ergiebt sich weiter: 

iSC^= SD . SE, 
also auch: 

SA*S!B=-SD*SB; 

m 

somit geht durch die Punkte A, J?, D und E ein Elreis. 
Dieser Kreis wird aber durch die drei Punkte A, B und D 
bestimmt, und da D ein beliebiger Punkt auf K ist, so ist 



240 



Xni. Die Berührangtanfgabe des Apollonins. 



jener Kreis ein beliebiger Kreis durch A und B, der nur 
der Bedingung genügt^ dafs er K schneidet Die Ver- 
bindungslinie seiner Schnittpunkte mit £'und die Gerade AB 
ergeben den Punkt S, und C ist dann der Berührungspunkt 
einer durch S bil K gezogenen Tangente. Damit sind von 
dem Kreise M wieder drei Punkte bekannt 

Da durch 8 zwei Tangenten an den Kreis K gehen, 
so giebt es auch zwei Kreise durch A und By die K 
beriüu^n. 

6. Sei M ein Kreis, der durch den gegebenen Punkt P 
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geht, die gegebene Gerade g und den gegebenen Kreis K 
berührt (I^. 147). 

Ist B der Berührungspunkt auf gr, A der Berührungs- 
punkt auf JC und (72) der zu g senkrechte Durchmesser 
von Ky so sind die Winkel an den Spitzen der gleich- 
schenkeligen Dreiecke CKA und BMA entsprechende 
Streifenwinkel; folglich sind die Dreiecke winkelgleich, und 
insbesondere ist: -^ KAC^ MAB. Die Punkte C, A 
und B liegen daher in einer Geraden. 

Als Winkel im Halbkreise ist der Winkel DAB ein 
Rechter, daher liegen A und E auf dem Kreise, der BD 
als Durchmesser hat, und es folgt: 

CD' CE^CA^ CB. 
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Ist Q der Schnittpunkt der Geraden CP und des 
Kreises My so ist femer: 



mithin auch: 



CP. CQ^CÄ' CB, 
CD' CE^ CP' CQ. 



Durch die Punkte D, E, P und Q geht daher ein Kreis. 
Da der Durchmesser CD durch die gegebenen Gebilde be- 
stimmt ist^ so sind von dem Kreise drei Punkte^ nämlich 
Df E und P bekannt. Der Punkt Q bestimmt sich dann 
als Schnittpunkt dieses Kreises mit der Geraden CP. So- 
mit ist die Au%tbe auf folgende zurückgeführt: Durch die 
Punkte P und Q einen Kreis zu legen , der die Gerade g 
berührt 

Die vorstehende Betrachtung kann sowohl für den 
Fall der einschliefsenden als auch für den Fall der aus- 
schliefsenden Berührung angestellt werden. In beiden Fallen 
gelangt man zu derselben Hilfsaufgabe. Da diese zwei 
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Fig. 148. 

Lösungen hat und von dem Kreise K unabhängig ist^ so 
führt jede Art der Berührung der Kreise M und K zu zwei 
Lösungen; die gestellte Aufgabe. hat also deren vier. 

7. Sei Jf ein Kreis, der die gegebenen Kreise K^ und K^ 
berührt und durch den gegebenen Punkt P geht (Fig. 148). 



Pf lieg er, Elementere PlAnimetri«. 
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Sind Äi und Ä^ die Berührungspunkte auf K^, bez. ^«, 
und schneidet die Gerade Ä^A^ die Centrale K^K^ in S imti 
die Kreise K^ und K^ in Bi, bez. ^g^ ^<^ ergiebt sich zunächst: 

< ^i^iiTi = Jf^i^ = JlfA^ - B,A^K, = ^ J52 K^; 

die Geraden K^A^ und £^J?2 ^^^ also parallel und die 
Dreiecke K^ 8Äi und K^ 8B2 winkelgleich. Somit ergiebt sich : 

der Punkt S ist daher konstruierbar. (Siehe § 38, Übung Nr. 36.) 
Wenn man zur Abkürzung < MAiA^^^a und ^K^SB^ 
== q> setzt und die Schnittpunkte der I^ise und der Centrale 
mit C^ und C^ bezeichnet, so ergiebt sich weijerj^ 

-^ A^K^C^^ a + (p und ^ Ay^K^C^= a — (pj 

folglich für die Aufsenwinkel an den Grundlinien der gleich- 
schenkeligen Dreiecke A^C^K^ und A^C^K^i 



y <^C,(7i = B + | + |; 



2 ' 2 

<JfACx = ü + |-| 
und schlieislich: 

Der durch A^j Cg ^^d Ci bestimmte Kreis geht daher 
durch J-i, und für die durch S gehenden Sekanten ergiebt sich: 

SA^'SA^^SCy^^SC^. 

Ist Q der Schnittpunkt der Geraden SP und des 
Kreises M, so ist auch: 

SP'SQ^SA^^SA^, 

Durch die Punkte Cj, Cg, P und Q kann daher ein Kreis 
gelegt werden. Da die Punkte Cj und G2 aber durch die 
gegebenen Gebilde bestimmt sind, so ist der Kreis kon- 
struierbar, und durch ihn wird der Punkt Q auf der Ge- 
raden SP ausgeschnitten. Von dem Kreise M sind dann 
zwei Punkte bekannt, und man gelangt zu der Aufgabe: 
Einen Kreis zu zeichnen, der durch zwei gegebene Punkte 
geht und einen gegebenen Kreis berührt 
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Man kann bei der Betrachtung von einem Kreise M 
ausgehen, der die gegebenen Kreise gleichartig oder beide 
Kreise ungleichartig berührt. In beiden Fällen gelangt man 
zu derselben Hilfsaufgabe, welche zwei Lösungen hat. Die 
gestellte Aufgabe hat demnach vier Lösungen. 

8. Bei der Aufgabe 6r, G, K ist in jedem Winkel der 
gegebenen Geraden, in dem ein Teil des gegebenen Kreises 
liegt, ein Berührungskreis denkbar. Da die Aufgabe aber 
zu der Hilfsaufgabe 6r, 6r, P führt, die zwei Lösungen hat, so 
erhalt man jedesmal zwei Berührungskreise. Berücksichtigt 
man, dafs Teile des gegebenen Kreises in jedem Winkel der 
beiden Geraden liegen können, so ergiebt sich die Zahl acht 
als gröfste Anzahl der möglichen Lösungen. 

Die Aufgabe 6r, Kj K führt zu der Au%abe 6r, Kj P, 
welche vier Lösungen besitzen kann. Da man nun sowohl 
von einer gleichartigen Berührung der gegebenen Kreise als 
auch von einer ungleichartigen ausgehen kann, so erhalt man 
wieder höchstens acht Lösmigen. 

Bei der Aufgabe K^ Kj K kann der gesuchte Kreis jeden 
der drei gegebenen ausschHefsend berühren, oder zwei aus- 
schliefsend und den dritten einschlielsend, oder einen aus- 
schliefsend und die beiden andern einschlielsend, oder keinen 
einzigen ausschliefsend. Es ergeben sich somit acht ver- 
schiedene Fälle, und jeder derselben fuhrt zu der Hilfs- 
au^abe P, Kj K, bei der vier Lösungen festgestellt wurden. 
Da aber durch den betrachteten Fall die Art der Berührung 
bei der Hilfsaufgabe, ob beide Kreise gleichartig oder beide 
ungleichartig berührt werden, voi^eschrieben ist, so ergiebt 
die Hilfsaufgabe jedesmal nur zwei Lösungen. Bei näherer 
Untersuchung der verschiedenen Fälle zeigt sich aber, dafs 
dieselben Hilfskreise in je zwei Fallen wiederkehren, so dals 
also die acht Fälle auch nur acht mögliche Lösungen ergeben. 



Übungen zu § 41. 

1. Durch zwei gegebene Punkte einen Kreis zu legen, 
der den Umfang eines gegebenen Kreises halbiert. 

2. Durch zwei gegebene Punkte einen Kreis zu legen, 
der einen gegebenen Kreis so schneidet, dafs die gemein- 
schaftliche Sehne eine vorgeschriebene Länge hat. 

16* 
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3. Einen Elreis zu zeiobneni der eine gegebene Gerade 
in eineip gegebenen Punkte berührt und d^n Umfang eines 
gegebenen Kreises halbiert 

4. Einen Kreis zu zeichnen, der eine g^ebene Genade 
in einem gegebenen Punkte berührt und einen gegebenen 
Kreis so schneidet^ dafs die gemeinschaftliche Sehne einer 
gegebenen Strecke gleich ist 

5. Einen Kreis zu zeichnen^ der einen gegebenen Kreis 
in einem gegebenen Punkte berührt und entweder den Um- 
fang eines zweiten gegebenen Kreises halbiert oder den 
zweiten gegebenen Kreis so schneidet, dais die gemeinschaft- 
liche Sehne einer gegebenen Strecke gleich ist 

6. Durch zwei gegebene Punkte einen, Kreis zu legen, 
der auf einer gegebenen Geraden eine Strecke von vor- 
geschriebener LSnge ausechneidet. 

7. Einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene Gerade 
in einem gegebenen Punkte berührt und auf einer zweiten 
gegebenen Geraden eine Strecke von vorgeschriebener Longe 
ausschneidet 

8. Einen Kreis zu zeidmen, der die Grundlinie eines 
gleidischenkeligen Dreiecks berührt, durch die Spitze geht 
und auf dem einen Schenkel eine doppelt so grofse Sdine 
bestimmt wie auf dem andern. (Man suche die Abschnitte 
auf der Grundlinie durch Gleichungen zu bestimmen.) 

9. Einen Kreis zu z^ehnen, der eine Dreieckseite be* 
rührt, durch deren Gegenec^e geht und auf den beidi»i 
andern Seiten gleiche Strecken aussohn^det 



Vierzehntes Kapitel. 
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1. Wenn die Strecke a ein Vielfaches der Strecke h 
ist, so kann abgezShIt werden^ wie oft man h mif einer 
Geraden fortgesetzt abtragen mufs^ um eine Strecke zu er- 
halten, die gleich a ist. Ist q das Ergebnis der Abzahlung, 
so besteht die Gleichung: 

a =^b ' q. 

Die ganze Zahl q giebt an, in welcher Weise die Strecke a 
aus der Strecke b hergestellt werden kann. 

Ist die Strecke a ein Vielfaches von 6, so ist sie auch 
ein Vielfaches von jeder Strecke, von der b selbst ein Viel- 
faches ist. Jede Strecke, von der b ein Vielfaches ist, heilst 
eüi aliquoter Teil von b. 

Die Strecke a kann ein Vielfaches eines aliquoten Teiles 
von b sein, ohne dafs sie von b selbst ein Vielfaches ist. 
In diesem Falle kann wieder durch Abzahlung bestimmt 
werden, wie oft man jenen aliquoten Teil von b auf einer 
Gemden fortgesetzt abtragen mufs, um eine Strecke zu er- 
halten, die gleich a ist. Ist p das Ergebnis der Abzahlung 

TL 

und — jener aliquote Teil von b, so besteht die Gleichung: 



n 



« « — . » oder: a = 6 • — 
n ^' n 



Der Bruch — giebt wieder an, in welcher Weise die Strecke a 
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aus der Strecke h hergestellt werden kann. In diesem Falle 
soll a ebenfalls ein Vielfaches von b genannt werden. 

Entschliefst man sich dazu, den Begriff des Quotienten in 
die Geometrie herüberzunehmen, so muls im ersten Falle die 

ganze Zahl g, im zweiten der Bruch — als der Quotient 

der Strecken a und b betrachtet werden. 

Der Quotient der Strecken a und b hcifst auch die 
Mafszahl der Strecke a für das Mafs b oder das Ver- 
hältnis der Strecken a und b. 

Für den Quotient der Strecken a und b wird die 

Schreibweise j- oder (a : b) gebraucht. 

2. Die Gleichungen: 

a--=b '— und a =. — • » 
n n 

sind inhaltlich identisch mit den Gleichungen: 

— =« — und & « — . n oder 6 = a . — , 
p n p p 

Wenn also die Strecke a eine Mafszahl für das Mals b be- 
sitzt, so ist deren reziproker Wert die Mafszahl der Strecke b 
für das Mafs ^' a b 

Die Gleichung — =. — lehrt^ dafs es dann auch aliquote 

Teile beider Strecken giebt, die einander gleich sind, oder 
dafs a und b ein gemeinschaftliches Mafs haben, nämlich 

die Strecke — oder — . Man ssst auch, dafs die Strecken 

p n "^ > 

a und b sich wie die Zahlen p und n verhalten. 

Man kann somit folgende Reihe von gleichbedeutenden 
Ausd rucksweisen zusammenstellen : 

1) a besitzt eine Mafszahl für das Mafs b, a kann 
durch b gemessen werden, oder a ist ein Vielfaches von b. 

In Zeichen: a = 6 . — . 

n 

2) b besitzt eine Mafszahl fiir das Mais a, b kann 
durch a gemessen werden, oder b ist ein Vielfaches von a. 

In Zeichen : ?> « a • ~ . 

P 
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3) Es giebt aliquote Teile der Strecken a und 6, die 
einander gleich sind, a und 6 haben ein gemeinschaft- 
liches Mals, oder a und h verhalten sich wie zwei ge- 

erebene Zahlen. In Zeichen: — = — . 
^ p n 

4) Die Strecken a und 6 besitzen einen Quotienten 

oder ein Verhältnis. In Zeichen: ^ = — oder — = — . 

n a p 

Die Mafszahlen zweier Strecken für dasselbe Mafs 
bieten ein bequemes Hilfsmittel zu ihrer Vergleichung. Man 
sieht nämlich unmittelbar die Eichtigkeit der Sätze ein: 

Gleiche Strecken haben gleiche Mafszahlen für dasselbe 
Mafs, und Strecken, die für dasselbe Mafs gleiche Mafs- 
zahlen besitzen, sind gleich. 

Haben zwei Strecken ein gemeinschaftliches Mafs, so 
hat die gröfsere Strecke die gröfsere Mafszahl, und umgekehrt 
ist diejenige von zwei Strecken, welche die gröfsere Mafs- 
zuhl für ein gegebenes Mafs besitzt, auch die gröfsere 
von beiden. 

Jede Gleichung oder Ungleichung, die zwischen ge- 
gebenen Strecken besteht, gilt auch für deren Mafszahlen, 
und jede Beziehung zwischen den Mafszahlen gegebener 
Strecken ist ohne weiteres auf die Strecken übertragbar. 

3. Wenn zwei Strecken a und b ein gemeinschaftliches 
Mafs M haben, so besitzen sie aufser M noch unzählig viele 
gemeinschaftliche Mafse: jeder aliquote Teil und jedes Viel- 
fache von M ist wieder ein gemeinschaftliches Mafs für 
a und b. 

Es seien M und Jf' zwei gemeinschaftliche Mafse der 
Strecken a und b, p und q die Maiszahlen der Strecken für 
das Mafs Jf, p' und q' die Mafszahlen für das Mafs Jf . 

Aus der Voraussetzung ergeben sich unmittelbar die 
Gleichungen : 

a==M'P', b = M-q; a^M''p'; b^M'*q\ 

woraus folgt: 

«6, a p j*a 6-1 a p' 
— =s — oder ..- = - und: -7 = — oder -^ ='^ . 
p q i a P Q q 

Der Quotient beider Strecken drückt sich somit durch jeden 
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P p' 

der beiden Brfiche — und '^ aus. und es ennebt sich die 

q q ' ^ 

Notwendigkeit^ diese Brüche zu vergleichen. 
Aus den Gleichungen: 

a=^M»p und a = M''p' 
folgt: 

aq'=^(Mp)q'=^M{pq') und: aq ^ (M'p)q= M'{p'q'). 

Ebenso ergeben die Gleichungen für b die folgenden: 

bp ^ (Mq)p ^ M(qp) und: bp ^ (M'q')p' =^ M\q'p). 

Da nun die Strecken aq' und bp' für das MaTs Jfcf' 
gleiche Mafszahlen besitzen^ so ei^ebt sich weiter: 

aq'^bp, 

folglich sind auch ihre Mafszahlen für das Mals M einander 
gleich, und es ist: 

pq'=qp' oder — =^, 
^* ^ q q 

Der Begriff des Quotienten zweier Strecken ist also ein 
eindeutiger Begriff. Er ist gleich dem Quotient der Mals- 
zahlen beider Strecken für ein und dasselbe Mais, das im 
übrigen unter den vorhandenen gemeinschaftlichen Malten 
willkürlich gewählt werden darf. 

4. Ist T = ~ oder - = — , so ist auch: a =* Mp und 
b q p q' 

b = Mq. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 

an = (Mp) n = M(pn); bn = (Mq) n =• M(qn) 
und: 

{a:n) = (Mp) : n = M(p : n); (6 : n) = (Mq) : n = M(q : w), 

also: 

bn qn (b :n) (qin)' 

Da nun ein Quotient von zwei Zahlen durch Kürzen und 
Erweitem seinen Wert nicht ändert, so folgt: 

^^P und- (^•^)_-P. 
bn q ' (bin) q' 

Der für Quotienten von Zahlen giltige Fundamentalsatz 
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über das Kürzen und Erweitem ist somit auf Quotienten 
von Strecken übertragbar. 

5. Da der Begräf des Quotienten von Strecken nur 
unter gewissen Voraussetzungen entwickelt wurde, so ent- 
steht die Frage, ob von zwei willkürlich gewählten 
Strecken a und b ein Quotient angegeben werden kann. 

Tragt man von einem Punkte einer Geraden aus einen 

aliquoten Teil von &, z. B. die Strecke — , fortgesetzt ab, 

so erhalt man die Gesamtheit der ganzzahligen Vielfachen 

von — , nämlich: 
n 

b b b 

n n n 

Ist a einer dieser Strecken gleich, so ist die Mafszahl der 

Strecke a für das MaTs &, also auch der Quotient t^, ge- 
funden. Ist kein ganzzahliges Vielfache von — der Strecke a 

gleich, so kann man stets in der abgeleiteten Reihe zwei 
Nachbarstrecken angeben, von denen die eine kleiner 

als äf die andere aber grofser als a ist, z. B.: — • p und 

n 

Der Unterschied zwischen den beiden Strecken, die a 

einschliefsen, beträgt — . Da nun n gröfser gewählt werden 
kann als jede noch so grofs gedachte Zahl, so kann be- 
wirkt werden, dais — kleiner wird als jede noch so kleine 

n 

Strecke, die man sich von vornherein vorschreibt. Man 
kann also für die willküriich gewählte Strecke a stets zwei 
Grenzen angeben, die durch die willkürlich gewählte 
Strecke h gemessen werden können, und die sich um 
weniger als jede noch so klein gedachte Strecke voneinander 
unterscheiden. Von zwei solchen Strecken kaim kein Unter- 
schied angegeben werden, sie müssen daher als gleich be- 
trachtet werden. Da nun der Unterschied zwischen der 
Strecke a und iigend einer ihrer Grenzen kleiner als der 
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Unterschied zwischen den Grenzen selbst ist, so niufs die 
Strecke a auch jeder ihrer Grenzen gleichgesetzt werden. 
Wenn man die Grenzen von a als gleiche Strecken be- 
trachtet, so müssen auch ihre Malszahlen als gleiche Zahlen 
und als Grenzen für die Mafszahl der Strecke a betrachtet 
werden. Die Mafszahl von a ist somit mit den Malszahlen 
der Grenzen von a zu identifizieren. 

Für zwei beliebig gewählte Strecken a und b erhalten 
wir demnach folgendes Ergebnis: entweder kann man durch 
eine Zahl angeben, in welcher Weise die eine der beiden 
Strecken durch Teilung und Vervielfältigung aus der andern 
hergestellt werden kann, oder es existiert eine Zahl, die an- 
giebt, in welcher Weise aus der einen der beiden Strecken 
eine dritte hergestellt werden kann, die sich von der zweiten 
der gegebenen Strecken nicht unterscheiden läfst. Im ersten 
Falle ist die erwähnte Zahl der Quotient der gegebenen 
Strecken, im zweiten identifiziert man den Quotient der 
Strecken mit jener Zahl. Man wird so dazu geführt, von 
einem Verhältnis im engem und einem Verhältnis im 
weitem Sinne zu sprechen, und dementsprechend auch 
von einem gemeinschaftlichen Mafse im engem und im 
weitem Sinne des Wortes. 

6. Wenn man bei dem vorhin beschriebenen Verfahren 
feststellt, dafs a keinem ganzzahligen Vielfachen der 

Strecke — für alle möglichen Werte von n gleich ist, so 

darf wegen der Un Vollkommenheit unserer Sinne und 
unserer Instrumente keineswegs gefolgert werden, dais a 
und & kein gemeinschaftliches Mafs im engem Sinne be- 
sitzen. Die Frage, ob es überhaupt Strecken giebt, die 
kein gemeinschajftliches Mafs im engem Sinne haben, 
wird durch die vorige Betrachtung in keiner Weise berührt. 

Wenn a und 6 ein solches gemeinschaftliches Mafs 
haben, so ist jeder aliquote Teil desselben wieder ein 
gemeinschaftliches Mals; folglich giebt es kein kleinstes 
gemeinschaftliches Mafs zweier Strecken. Hingegen muis 
es ein gröfstes geben, da keines der gemeinschaftlichen Mafse 
im engem Sinne gröfser als die kleinere der beiden ge- 
gebenen Srecken sein kann. 

Ist a > 6, so kann man durch fortgesetztes Abtragen 
von b auf a ein Vielfaches von b bestimmen, welches 
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kleiner als a ist, aber sich von a um einen Rest unter- 
scheidet, der kleiner als h ist. Sei hq dies Vielfache und 
a = bq'\- r^j so ergiebt sich: das gröfste gemeinschaftliche 
MaTs von a und h ist auch ein Mafs für den Rest r^, und 
umgekehrt ist das gröiste gemeinschaftliche Mafs der 
Strecken b und r^ auch ein Mafs für die Strecke a, folglich 
das gröfste gemeinschaftliche Mafs der Strecken a und h. 

Mit den Strecken h tmd r^ kann man in derselben 
Weise verfahren, wie mit a und &: man bestimme ein Viel- 
faches von fi, welches kleiner als h ist, aber sich von b 
um eine Strecke r^ unterscheidet, die kleiner als r^ ist. 
Man gelangt so zu einer neuen Gleichung, die dieselbe 
Form hat wie die frühere, nämlich: 

Wie früher ergiebt sich: Das gröfste gemeinschaftliche 
Mafs von r^ und r^ ist auch das gröfste für 6 und r^, 
folglich auch für a und b. 

Tragt man nun rg auf r^ fortgesetzt ab, bis man zu 
einem Reste r^ gelangt, der kleiner als rg ist, und wieder- 
holt mit dem vorletzten und letzten Reste dasselbe Ver- 
fahren immer wieder, so mufs von zwei Fällen der eine 
eintreten: entweder kann das Verfahren ohne Ende wieder- 
holt werden, oder es stellt sich einmal beim Abtragen 
heraus, dafs der zuletzt erhaltene Rest ein aliquoter Teil 
des vorletzten Restes ist. 

Im zweiten Falle ist der letzte Rest das gröfste gemein- 
schaftliche Mafs der beiden letzten Reste, folglich auch 
von a und 6. 

Wenn das Verfahren ohne Ende wiederholt werden 
kann, so gelangt man zu einer Reihe: a, fc, r^, r^, rj..., 
die unendlich viele Glieder enthalt, und in welcher von 
zwei Nachbargliedem das folgende kleiner als sein Vorder- 
glied ist Da nun b mindestens einmal auf a abgetragen 
werden kann, so ergiebt sich: 

^ ^ ^ + ^1 • 
Aber es ist: 

6 > rj, folglich a > 2r^ und: r^<^- 
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Zwischen r^, r, und r^ besteht nun dieselbe Beziehung, 
wie zwischen a, b und r^, folglich ist auch: 

rs<~ und: rs<J. 

Wenn man unter n eine der beiden Zahlen und 1 
versteht, so können die für r^ und r^ erhaltenen durch 
die einzige Ungleichung 

a 

ausgedrückt werden. Setzt man nun voraus, dafs für irgend 
einen Rest r2k-{.i die Ungleichung 

^ a 

besteht, so folgt durch Wiederholung der obigen ScUufs- 
weise: 

Wenn daher die Beziehung r2ii4-i<-ö — öü ^ ^® ganze 

Zahl k gilt, so ist sie auch für die nächst gröfsere ganze 
Zahl k + 1 gültig. Nun besteht jene Ungleichung aber zu 
Recht für die ganze Zahl n = 1, folglich bleibt sie furn == 2, 
n =» 3 u. s. w. bestehen; sie gilt also für jede ganze Zahl, 
die man durch Zählen erreichen kann. 

Ist nun e eine beliebig kleine ^ von vornherein vor- 
geschriebene Strecke, so kann man die ganze Zahl n so 

wählen, dafs ~ — — < e wird. Man kann daher in der be- 

trachteten Reihe stets ein Glied angeben, welches kleiner 
als e ist, man mag e so klein annehmen, wie man will. 

Hätten nun a und h das gröfste gemeinschaftliche Mais 
M, so müfste jedes Glied der Reihe ein ganzzahliges Vidfache 
von ilf sein. Da man aber die Strecke e kleiner als üf wählen 
kann, so sind von einer bestimmten Stelle ab alle Glieder 
der Reihe kleiner als M; diese sind also keine ganzzahligen 
Vielfachen von M. Um zu beweisen, dafs a und 6 kein 
gemeinschaftliches Mafs im engem Sinne haben oder in- 
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kommensurabel sindi genügt es daher nachzuweisen, daTs 
die Anwendung des beschriebenen Verfahrens zu keinem 
Ende ffihrt 

7. Sei a die Diagonale eines Quadrats AB CD von 
der Seite b. 

Da b <a<2b ist, so ist die Differenz a — b kleiner 
als b; die erste Gleichung lautet daher: 

a = 6 + Ti . 

Tragt man die Quadratseite HutBD ab, so ist BE^^r^ 
(Fig. 147). Errichtet man in -B auf BB das Lot EI^ so 
erhSlt man ein gleicbschenkeliges 
Dreieck BEF und zwei kongruente 
Dreiecke ABF und EBF^ also: 

AF=^EF = EB==-r^. 

Da nun wieder FE<FB<2FE 
iBt, so erhält man als zweite 
Gleichung: 

Die Strecke b ist die Seite eines pig. i«. 

Quadrats, in dem die Differenz 

zwischen Diageoiale und Seite gleich r^ ist. Nun ist aber r^ 
auch die Seite dnes Quadrats, in dem die Differenz zwischen 
Diagonale und Seite gleich r, ist. Somit besteht zwischen r, 
und Vi dieselbe Beziehung wie zwischen r^ und &, und 
das Glied r, der Reihe wird aus r^ und r^ in derselben 
Weise erhalten wie r^ aus b und r^. Es besteht daher auch 
zwischen r^, r^ und r, dieselbe Gleichung wie zwischen 
bf Ti und r^, nämlich: 

Pamit is^ bewiesen, daTs das Verfahren zu keinem 
^de führte und dafs bei weiterer Fortsetzung desselben die 
Gleißhuiigen sich, mit demselben KoeiBzienten im ersten 
Gliede rechts wiederholen. Die Diagonale und die Seite 
eines Quadrats sind also inkommensurabel. 

8. Um Grenzen für das Verhältnis der Diagonale und 
der Seite zu finden, gehe man von den erhaltenen Glei- 
chungen ans: 

a = 6 + r^; 6 === 2ri + r^; r^ == 2r^ + r^; r^ = 2r^ + r^.... 
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und leite aus ihnen die folgenden ab: 

• r^ =^ a — b; r^ = 36 — - 2a; r, =- 5a — 76; 
r^ = 176— 12a; rg « 29a — 416... 

Da aber: 

a > 6 > ri > rg > r, . . . , 
so folgt weiter: 

a > 6 > a -- 6 > 36 -- 2a > 5a — 76 > 176 — 12a 

>29a — 416>... 

Je zwei Nachbarglieder der Reihe ergeben also eine 
Beziehung zwischen a und 6, nämlich: 

4 10 

l)a>6 2)a<6.2 3)a>6-^ 4)a<6.^ 

r 24 ^, ^ 58 

5)a>6.— 6)a<6.jj..., 

und man erhält eine Reihe von obem und von untern 
Grenzen für das Verhältnis von Diagonale und Seite: 

, ^ ^ 10 58 338 

obere Grenzen: 2, —, ^, 339 •'• 

4 24 140 
untere Grenzen: 1, -, --y -gg--- 

Aus den vorstehenden Rechnungen ergeben sich folgende 
Regeln: 

Nachdem die Inkommensurabilitat der gegebenen 
Strecken a und 6 bewiesen ist, wird die Gesetzmäfsigkeit 
bei den Gleichungen und för jeden einzelnen Rest der zu- 
gehörige Koeffizient festgestellt. 

Um die Koeffizienten von a und 6 in der Gleichung 
zu erhalten, welche den Rest r^ zu 6 und a in Beziehung 
setzte multipliziere man in der Gleichung, die den Rest r^^i 
durch 6 und a ausdrückt, jeden Koeffizienten mit dem za 
rjk-_] gehörigen Koeffizienten und addiere die erhaltenen 
Produkte beziehungsweise zu den Koeffizienten der Gleichung^ 
die die Beziehung des Restes rjb_2 zu a und 6 festlegt 

Nachdem die Reste durch 6 und a ausgedrückt sind^ 
dividiere man für je zwei aufeinander folgende Reste die 
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Summe der Koeffizienten von b durch die Summe der 
Koeffizienten von a: die erhaltenen Brüche sind dann ab- 
wechsehid untere und obere Grenzen fui- das Verhaltuis 
der Strecken a und b. 

Irgend ein Glied der Reihe a, 6, ^i, r«, ^s * • • • ^^^^ ^^^^ 
der gegebenen Regel nur dann durch a und b ausgedrückt 
werden, wenn seine beiden Vorderglieder es bereits sind. 
Man kann die Regel also schon für r^ anwenden, wenn 
man setzt: 

a = 1 • a + • 6 und & = 1 -6 — • a. 
Zur Bequemlichkeit der Rechnung dient folgendes Schema: 



Zu den Resten ge- 
lörige Koeffizienten 






1 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


e^oeffi^ienten von b 





1 


1 


3 


7 


17 


41 


99 


239 


577 


1393 


(Koeffizienten von a 


1 





1 


2 


5 


12 


29 


70 


169 


408 


985 


Untere Grenzen . . 


1 
1 




4 
3 




24 
17 




140 
99 




816 
577 




Obere Grenzen . 


• 








[ 






1 




1 






5 

4 


8 
1 






338 
239 






1970 
1393 



9. Der Beweis, dafs die Diagonale und die Seite eines 
Quadrats inkommensurabel sind, kann auch durch Rechnung 
erbracht werden. 

Aus der Gleichung a^=^2b^ ergiebt sich zunächst: 

a> b und a < 26, mithin: a = b + r^^. 
Je nachdem nun b = 2ri ist, ist r^ = — und a = -^, oder 

2a ^36, oder auch: 4a2^9fc». Da aber 4a2=862 ist, 

so ergiebt sich: 4a2<;9ft2^ mithin auch: 6>2ri. Somit 
ist als zweite Gleichung anzusetzen: 

6 = 2ri + r2. 

Wenn man r^ mit r^ in derselben Weise vergleicht wie 
vorhin b mit r^, so gelangt man zu dem Ergebniß, dafs 
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ri> 2r, ist Die dritte Gleichung lautet daher: 

Da nun zu r^ derselbe Koeffizient gehört wie zu rj , so wird 
man zu der Untersuchung veranlalst, ob etwa r, zu r^ die- 
selbe Beziehung habe wie rj zu 6; denn in diesem Falle 
wird das Verfahren zu keinem Ende führen. 

Da Ti =- a — h und a* =- 26* ist, so besteht zwischen 
Ti und 6 die Gleichung: 

Nun ist r^ «- 36 — 2a, folglich: 

(^2 + »"i)* — (26 — «)« = 46» — 4a6 + «* = 6&* — 4a6. 
Andererseits ist aber audi: 

rj = (a — 6)* = a* — 2a6 + 6*= 36*— 2a6, 

folglich: 

•(r«+n)'=2r?. 

Damit ist bewiesen, dals das YerEahren zu keinem Ende 
führt, und die GesetzmäTsigkeit für die zu den Kesten ge- 
hörigen Koeffizienten ist gefimden. 

10. Wenn eine Kreisfläche Jlf durch Strahlen, die von ihrem 
Mittelpunkte ausgehen, in 360 gldche Teile geteilt ist, so 
zerfallt auch die zugehörige Kreislinie in 360 gleiche Bogen. 
Aus den Sätzen über entsprechende Gebilde in konzentrischen 
Kreisen ergiebt sich, dalis die von M ausgehenden Strahlen 
auch jeden Kreis, der zu M konzentrisch ist, in 360 gleiche 
Sektoren, bez. Bogen, und die Ebene in 360 gleiche Winkel 
zerlegen. 

Wählt man unter den gedachten Strahlen zwei beliebige, 
MÄ und MB, aus, so bestimmen diese in den zu M kon- 
zentrischen Kreisen eine Gesamtheit von entsprech^iden 
Sektoren und Bogen. Jedes zu dieser Gresamtheit gehörige 
Gebilde setzt sich aus ebensoviel gleichen Teilen zusammen 
wie jedes andere: die Anzahl derselben kann also durch 
Abzählen auf einem einzigen dieser Gebilde bestimmt werden. 

I.. , ^ E^b^ d. Ab*™,, » gUb. *. Zdü 4 

IUI, dimi wdd» Teilung ai«l VetvieMtiguiig bgend em G.- 
bilde der betrachteten Gesamtheit aus seinem Kreise hergestellt 
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werden mufs. Dieselbe Zalil drückt auch die Beziehung des 
Winkels AMB zur Ebene aus. Wir sind somit berechtigt^ 

die Zahl -^-^ als Mafszahl jedes Sektors und Bogens zu 

betrachten^ der durch die Strahlen MA und MB bestimmt 
wird^ sowie als Mafszahl des Winkels AMB. 

Um Brüche zu vermeiden^ nennt man Grad den Sektor, 
bez. Bogen, der den 360. Teil seines Kreises beträgt Die- 
selbe Bezeichnung wird für den Winkel gebraucht, der einem 
solchen Bogen oder Sektor entspricht. Bei dem vorigen 
Beispiele würde man also von einem Sektor, Bogen oder 
Winkel von p Grad (in Zeichen: p^) sprechen. 

11. Sei nun AMB ein Sektor eines beliebigen Kreises M. 

Ein durch Radien in Grade geteilter Kreis M' kann so 
gelegt werden, dal's sein Mittelpunkt auf M und einer seiner 
Badien, etwa M' A'y auf den Strahl MA fällt. Wird dann 
gleichzeitig ein zweiter Radius des Kreises M'y etwa W B'^ 
durch den Strahl MB gedeckt, so wird durch Abzahlung 
der auf dem B<^n A'B' liegenden gleichen Teile die Mafs- 
zahl des Bogens A'B'y mithin auch die des Bogens AB, des 
Sektors AMB und des Winkels AMB, unmittelbar erhalten. 

Tritt der FaU ein, dafs keiner der in M' gezogenen 
Radien auf den Strahl MB fällt, nachdem der Radius M' A' 
auf den Strahl MA gel^ ist, so wähle man in M' den- 
jenigen Radius M' C aus, welcher von allen Radien des 
Kreises M' mit dem Strahle MB den kleinsten Sektor be- 
stimmt. Für gewöhnliche Zwecke nimmt man dann als Mafs- 
zahl des Bogens AB, des Sektors AMB und des Winkels 
AMB die Mafszahl des Bogens A' C an. 

Für genauere Messimgen teilt man die Grade selbst 
wieder in gleiche Teüe: jeden Grad in 60 Minuten (in 
Zeichen: '), jede Minute in 60 Sekunden (in Zeichen: "). 
Die geteilten Kreise, die zur Messung benutzt werden sollen, 
müssen dann entsprechend grofs genommen, und unter Um- 
standen müssen Lupen zur Unterscheidung der gleichen Teüe 
benutzt werden. 

Zur Bestinmiung der Maiszahl eines Bogens ist, wie 
man leicht einsieht, ein geteilter Halbkreis hinreichend. 
Wenn der zu messende Bogen gröfser als ein Halbkreis ist, 
so kann man statt seiner den Bogen messen, der jenen zu 

Pflieger, Blementare Planimetrie. 17 
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dem ganzen Kreise ergänzt: die Summe aus der gesuchten 
und der gefondenen MaTszahl ist dann gleich 360. 

Es ist auch ohne weiteres ersichtlich, in welcher Weise 
mit Hilfe eines geteilten Halbkreises ein Bogen^ Sektor oder 
Winkel gezeichnet werden kann^ der eine vorgeschriebene 
MaTszahl besitzt. 

Übun^^en zu § 42. 

1. Eine Strecke zu zeichnen, die für das gegebene 

g 

MaTs b die MaTszahl — hat 

ö 

2. Eine Strecke zu zeichnen^ bezüglich deren die ge- 

2 
gebene Strecke a die MaTszahl — hat. 

3. Zwei Strecken zu zeichnen^ die sich wie 5 zu 8 
verhalten. 

4. Eine Strecke zu zeichnen^ die sich zu der gegebenen 
Strecke 6 wie 4 zu 9 verhält. 

5. Aus dem gegebenen Verhältnis von zwei Strecken 
soll das Verhältnis ihrer Summe zu ihrer Differenz abgeleitet 
werden. Welcher Satz spricht die Beziehung dieses Ver- 
hältnisses zu den MaTszahlen der gegebenen Strecken aus? 

6. Zwei Strecken zu zeichnen, wenn man ihr Verhält- 
nis und ihre Summe oder ihre Differenz kennt. 

7. Die Inkommensurabilität zu beweisen: 1) der Katheten 
eines rechtwinkeligen Dreiecks, welches die Hälfte eines 
gleichseitigen ist, 2) einer Strecke und der gröTsem ihrer 
durch den goldenen Schnitt erhaltenen Abschnitte. (Siehe 
§ 38, 7.) 

Ist a die gröTsere, h die kleinere Kathete, so ist: 
«2=362, Durch ähnliche Betrachtungen wie in Nr. 9 des 
vorliegenden Paragraphen gelangt man zu den Gleichungen: 

Nun ist: 

(ri + 6)2 = 362 

und 

(^8+ ^2)^ = (2a — 36)2 _ 4flj2 _ i2a6 + 962 == 216« — 12al 

= 3(762— 4a6). 
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Andererseits aber auch: 

r\ = (26 — a)*= 46*— 4a6 + a*= 76* — 4a6. 
Mithin: 

Oder: Wenn man um die Endpunkte C und B der 
gröfsem Kathete mit der kleinem als Radius Kreise be- 
schreibt; die BC beziehungsweise 
in D und E schneiden , so ist 
(Fig. 148): 

BB^r^ und BE^r^. 

Wird BB durch den Kreis um B 
mit dem Radius BE in i^ ge- 
schnitten^ so bestimmt das in F 
auf BF errichtete Lot FG = x 
ein rechtwinkeliges Dreieck BFG, 
welches wieder die Hälfte eines 
gleichseitigen ist^ und zwar ist 
/*! — r^ die gröfsere und x die 
kleinere Kathete. Aus dem Satze 
ober winkelgleiche Di-eiecke er- 
giebt sich: 

«iP = 6 (ri — rg). . 

Da aber r^ — r, = 2 a — 36 ist, so folgt weiter: 

ax = 2ab — 36« = 2«6 — aS 
mithin: 

a; = 26 — a == r^. 

Die Strecke r, kann somit einmal auf BF abgetrt^en 
werden. Daher ist: 

^1 — ^4 = ^« + ^8 • 

Die Strecken r, + ^3 und r^ sind also Katheten eines recht- 
winkeligen Dreiecks, das die Hälfte eines gleichseitigen ist. 
Somit besteht zwischen r^ + r^ und r^ dieselbe Beziehung 
wie zwischen 6 + r^ und 6. 

(Der Beweis der 2. Aufgabe soll durch Rechnung ge- 
führt werden.) 

17* 




V\g. 148. 
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8. Zwischen welchen Grenzen liegt die Maiszahl für die 
Höhe eines gleichseitigen Dreiecks, wenn die Seite als Mafs 
genommen wird? (Siehe Nr. 7.) 

9. Welche Mafszahlen besitzen die Abschnitte einer 
nach dem goldenen Schnitt geteilten Strecke , wenn diese 
selbst als Mafs genommen wird? 

§ 43. Die Flftchen. 

1. Sei AB CD ein Rechteck, dessen Seiten a und b 
ganzzahlige Vielfache ihres gemeinschaftlichen Maises M sind 
(Fig. 149): • ,^ r ,^ 

Teilt man AB in p^ AD in q gleiche Teile und er- 
richtet man in den Teilpunkten die Lote auf AB und CDy 

D 



■ — ■ — ^-^ - -— ^ — ^^ ■ I M» ■» — — ■ m^mm^mm ^.^^m^m •^^■«M« ■ i^i »■■■ i ■ ■! 



Fig. 149. 

SO wird durch die erste Gruppe von Loten das Rechteck 
AB CD in^ kongruente Rechtecke, durch die zweite Gruppe 
jedes dieser Rechtecke in q Quadrate von der Seite M. ge- 
teilt. Das Rechteck AB CD zerfällt somit in pq Quadrate 
von der Seite Jf, es ist dann: 

ABCD^M^^pq. 

Die ganze Zahl^g giebt also an, in welcher Weise aus dem 
Quadrat über M eine Flache hergestellt werden kann, die 
dem Rechteck AB CD gleich ist. 

Angenommen, die Mafszahlen der Seiten a und h des 
betrachteten Rechtecks seien Brüche: 



a = Jf • 



n 



und 6 = Jf • - . 

s 
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Teilt man wieder ÄBinp, AD in q gleiche Teile, so wird 
durch die in den Teilpunkten auf den Seiten errichteten Lote 
das Rechteck AB CD wieder mpq Rechtecke geteilt (Fig. 150). 

In jedem dieser Teilrechtecke ist die eine Seite gleich — , 

M . ^ 

die' andere gleich — ; die Teilrechtecke sind also kongruent. 

s 

Wenn man nun in dem Quadrat über M eine Seite 

in », eine Nachbarseite in s gleiche Teüe teilt und in den 

Teilpunkten die Lote errichtet, so zerfällt das Quadrat in 



n 



Fig. 150. 



ns Teilrechtecke, die sowohl untereinander als auch den 
Teilrechtecken von AB CD kongruent sind. Jedes dieser 

Teilrechtecke wird also durch — ausgedrückt, und es folgt: 



ns 



ABCD=^ — 'pq, 



ns 



oder auch in anderer Schreibweise: 

ABCD^M^' 



M 
ns 



Der Bruch — giebt also wieder an, in welcher Weise aus 
WS ^ ' 

dem Quadrat über M eine Fläche herzustellen ist, die dem 

Rechteck AB CD gleich ist. 

Wenn die Seiten eines Rechtecks koromensurabel sind, 
so giebt also das Produkt aus den Maiszahlen der Seiten 
an, in welcher Weise eine Fläche, die dem gegebenen 
Rechteck gleich ist, aus dem Qua(irat über dem gemein- 
schaftlichen Mafse der Seiten erhalten werden kann. Das 
Produkt aus den Malszahlen der Seiten heilst deswegen 
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die Mafszahl des gegebenen Rechtecks oder das Ver- 
hältnis des gegebenen Rechtecks tu dem Quadrat über 
dem gemeinschaftlichen MaTse seiner Seiten oder der 
Quotient aus dem gegebenen Rechteck und diesem Quadrat 
2. Sei AB CD ein Rechteck, dessen Seiten inkommen- 
surabel sind (Fig. 151). 




roi' 



Fig. 151. 



In diesem Falle ist keine der Seiten einem ganzzahligen 

M 

Vielfachen der Strecke — gleich, es mnl's also angenommen 

werden: ** 

M'~<a<M'^-^^ und Jf • - < 6< Jf • ^^tl. 
n n n n 

Sei nun: 

ÄB'=M'-, AB"=M'^—^y ÄD'=M'-, 
n n n 



AD^'^M.^-^, 



so ergiebt sich: 



n 



ÄB'C'D'^ Jf 2 . ^ und ÄB''C''D''^ Jf 2 . ^^ + "^^ ^^ + ^^ 



n 



2 



also: 



AB"C''D''— AB'C'D'^ M^ . 



1^ 



Sind die Zahlen r und s beide groiser als n, so kann jede 
von ihnen in die Summe aus einem Vielfachen von n 
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und eiDem Reste^ der kleiner als n ist, zerlegt werden^ 
beispielsweise: 

r = wr'+ Qf s = ws'+ a, 

woraus dann folgt: 

r + s^n(r'+8^ + (Q + a). 

Aus Q <n und a <n ergiebt sich weiter: 

Q + o<2n^l, also: r + s + l<n(r' + s'+2) 

und r + s+ 1 r'+8'+2 

mithin auch: 

AB"C''D"— AB'CD'<—{r'+ s' + 2). 

n 

Man kann nun n so grofs wählen, dafs — (r'+ s' + 2) 

kleiner als eine beliebig klein gewählte, von vornherein 
vorgeschriebene Fläche e wird. Trifft dies zu, so können 
die Rechtecke AB''C"D'' und AB'C'D' nicht mehr von 
einander unterschieden werden; sie sind einander gleich. 
Da aber AB'C'D'<ABCD<AB"C'D'' ist, so ist auch 
das Rechteck AB CD jeder seiner Grenzen gleich zu setzen. 
Dann muTs aber auch die Maiszahl des Rechtecks AB CD 
mit den Mafszahlen seiner Grenzen identifiziert werden, sie 

8T 

ist also gleich — . Berücksichtigt man nun, dafs die Mafs*- 
zahlen der Seiten des Rechtecks beziehungsweise mit — 
und — zu identifizieren sind, so gelangt man wieder zu dem 

Ergebnis: 

Die Mafszahl eines Rechtecks ist gleich^ dem 
Produkte der Mafszahlen seiner Seiten, voraus- 
gesetzt dafs das Quadrat über dem Längenmafse 
als Flächenmafs gewählt wird. 

3. Ist M das Längenmafs, also üf^ das Flächenmafs, 
so ist die Zahl 1 sowohl die Mafszahl für das Längenmafs, 
als auch die Mafszahl für das Flächenmais. Man ist daher 
berechtigt, für Jf ^ das Zeichen 1 zu setzen. Die Gleichung 

ABCD^M^^r 
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ireht dann über in: ^. 

In diesem Sinne ist eine Gleichung zu verstehen^ die schein- 
bar die Gleichheit zwischen einer Flache und einer Zahl 
ausspricht 

Der früher eingeführte Ausdruck ab bezeichnet somit 
die Flache eines Rechtecks^ wenn man unter a und b die 
Seiten versteht; er giebt aber die Mafszahl der Beehteck- 
fläche an^ wofern man mit a und b die Mafszahlen der 
Rechteckseiten bezeichnet In abgekürzter Ausdrucksweise 
wird daher oft von dem Produkte zweier Seiten gesprochen, 
wenn das Produkt der Mafszahlen jener Seiten gemeint ist, 
und von einer Fläche statt von der Mafszahl der Fläche. 
So versteht man auch unter dem reziproken Werte einer 
Flache den reziproken Wert ihrer Mafszahl. 

Der Quotient aus der Mafszahl einer Bechteckflache 
und der Mafszahl der einen Seite ist gleich der Mafszahl 
der andern; der Quotient aus der Mafszahl einer Fläche 
und der einer Linie ist also als Mafszahl einer Linie auf- 
zufassen. 

Die Quadratwurzel aus der Mafszahl eines Rechtecks 
ist die Mafszahl für die Seite eines Quadrats^ welches jenem 
Rechteck gleich ist 

4. Es seien AB CD und AB' CD' zwei beHebige 
Rechtecke, i und i' ihre Flächen; r und s, r' und 5' die 
Mafszahlen ihrer Seiten für das Mafs M) q und Oy q' und o' 
die Mafszahlen der Seiten für das Mafs fi. 

Es ist: 

fl^{Q0)) i'^fl^{Q'0'), 



i==M^ri 


0; i'^-M^r' 


'sO; t = 


woraus sich 


ergiebt: 




oder: 


% %' 
rs ~ r's' 


lind — 

QO 


oder auch: 


., rs 
* = * -7:7 


lind i - 




% rs 
i' "" rV 


• 

und VI 
t' 



:f 



q'o" 



ir 



e'a" 



Q ^ 
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Man gelangt so zu dem BegrifP der Mafszahl eines 
Gechtecks für ein anderes Rechteck als Mafs und zu dem 
Begriff des Verhältnisses und des Quotienten von zwei 
gegebenen Bechtecken. Die obigen Gleichimgen veranlassen 
zu der Frage^ ob dieser Begriff eindeutig seL 

Aus ♦ = M^ {rs) und i=^ fi^ (qo) folgt: 

%{q'o') = M^tsq'o') und ife'aO = M'Hqoq'o'). 

Aus i^= M^(r's^ und i'= ^w* (g'a') ergiebt sich: 

i'ißo) = M^r's'Qo) und {'(qo) = ^2 {qoq'o'). 

Somit sind die Flächen i{g'a^ und i'(Qa) gleich^ mithin 
auch ihre Mafszahlen für das Mafs M^, nämlich: 

rsQ^a^= r's'Qo. 

Hieraus aber folgt: 

rs _^ QO 

Der Quotient zweier Flächen ist somit ein eindeutiger 
Bemff. 

Ahnlich wie früher kann auch bewiesen werden^ dal's 
der Begriff des Quotienten zweier Flächen denselben Gesetzen 
gehorcht wie der Begriff des Quotienten zweier Zahlen. 

5. Da der iur die Rechteckfläche eingeföhrte Ausdruck ab 
zugleich die Mafszahl des Rechtecks bezeichnet^ so sind 
auch die früher für das Parallelogramm , das Dreieck und 
das Trapezoid abgeleiteten Ausdrücke ohne weiteres als 
Bezeichnungen für die Mafszahlen dieser Flächen zu be- 
trachten. Es ergeben sich daher die Sätze: 

Die Mafszahl für die Fläche eines Parallelo- 
gramms ist gleich dem Produkte aus der Mafszahl 
einer Seite und der Mafszahl der zugehörigen Höhe. 

Die Mafszahl für die Fläche eines Dreiecks ist 
gleich dem halben Produkte aus der Mafszahl einer 
Seite und der Mafszahl der zugehörigen Höhe. 

Die Mafszahl für die Fläche eines Trapezoids 
ist gleich dem halben Produkte aus der Summe der 
Mafszahlen der Grundlinien und der Mafszahl der 
Höhe. 

Überhaupt dürfen in allen Gleichungen die Zeichen, 
welche Flächen oder Strecken bezeichnen, als Mafszahlen 
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* 

für die betreffenden Flächen^ bez. Strecken^ aufgefaTst 
werden. Umgekehrt darf auch jede Beziehung, die für 
gegebene Mafszahlen als richtig erkannt ist, auf die ent- 
sprechenden geometrischen Gebüde übertragen werden. 

Übuns^en zu § 43. 

1. Im rechtwinkeligen Dreieck ist die Summe der 
reziproken Werte der Kathetenquadrate gleich dem rezi- 
proken Werte des Höhenquadrats. (Der Satz ergiebt sich 
aus der pythagoreischen Gleichung und der Beziehung 
cÄs === ah.) 

2. Der reziproke Wert des Radius des Inkreises eines 
Dreiecks ist gleich der Summe der reziproken Werte der 
Radien der drei Ankreise. (§ 38, Übung Nr. 33.) 

3. Die Strecke x soll aus folgenden Gleichungen kon- 
struiert werden: 



1) x^ =- VoM^ 2) X* = ya* — 6* 

3, .. . j/ÜEEl«! 4,,.-^ 



62- 
(Im ersten Falle ist: 

im zweiten: 

a;2 = ^{a^ _ 62) ^a2 + ^2) _ y(^ + b)(a — h) ^a^ + ¥ .) 

4. Zwei Strecken zu zeichnen, wenn das durch sie be- 
stimmte Rechteck und die Differenz ihrer Quadrate zwei 
gegebenen Flächen beziehungsweise gleich sind. 

5. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu zeichnen^ wenn man 
seine Höhe und die Differenz der Quadrate über den 
Kathetenprojektionen auf der Hypotenuse kennt. 

6. Ein Dreieck zu zeichnen, dessen Flächeninhalt einem 
gegebenen Quadrat gleich ist, und von dem aufserdem 
gegeben sind: 

1) c^ — 6*, a, . ig 2) c^ — h\y a 'h 3) sj — sl, a • 6 
4) «1 — 82, (H ' oq. 
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7. Welches ist die Mafszahl für den Inhalt eines gleich- 
seitigen Dreiecks von der Seite a? 

8. Welches ist die Mafszahl für den Inhalt eines gleich- 
seitigen Dreiecks^ dessen Ecken auf drei gegebenen Parallelen 
liegen 9 für welche die Mafszahlen der Abstände bekannt 
sind? (Die Seite ist Hypotenuse in drei rechtwinkeligen 
Dreiecken^ in denen je eine Kathete bekannt ist^ während 
zwischen den übrigen Katheten eine einfache Beziehung 
besteht) 

9. Ein gleichseitiges Dreieck zu zeichnen, dessen Ecken 
auf drei gegebenen Parallelen liegen^ und von dem eine 
Seite durch einen gegebenen Punkt geht (Siehe Nr. 8.) 

§ 44. Proportionalität und Ihnliclikeit. 

1. Wenn das Verhältnis von zwei gleichartigen Gröfsen 
(z. B. Strecken oder Flächen) gleich dem Verhältnis von 
zwei andern gleichartigen Gröfsen ist^ so sagt man, die 
beiden erstem Gröisen seien den beiden letztem proportio- 
niert Die Gleichung, welche ausdrückt, dafs eine 
solche Beziehung zwischen zwei Paaren von Gröfsen besteht, 
heilst Proportion. 

Es sei beispielsweise — = _ eine gegebene Proportion. 

Smd a, a'y ß und ß' die Mafszahlen der Strecken a, 
a'j h und V für das Mais M, so ist: 

^- « A oder aß'== ßa\ 
a p 

Nun ist aber aß' die Mafszahl des Bechtecks ah' und ßa' 
die des Bechtecks ha' für das Mafs üf^, die genannten 
Rechtecke haben demnach gleiche Malszahlen für dasselbe 
Mafs, also: 

aV^ ha\ 

Ist umgekehrt die Gleichung ah'= ha' gegeben, so 
sind aß' und ßa' die Mafszahlen der gleichen Rechtecke, 
folglich: 

aß'^ ßa'. 
Daraus folgt aber: 



a 8 y a a 
- = _ oder ^=.^ 



n 
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und hieraus wieder: 

a ^ b , ^ _ ^' 

Der Ubei^ng von gleichen Verhältnissen zu gleichen 
Produkten und von gleichen Produkten zu gleichen Ver- 
hältnissen vollzieht sich in der Geometrie nach denselben 
Regeln wie in der Algebra. ^j 

Ist c :b^ a: X oder rc = — , so heifst x die vierte 
Proportionale zu a, b und c, ^ 

Besteht die Gleichung: a:x = xib oder x^ =^ ab 

oder X » yäb, so nennt man x die mittlere Proportionale 
zwischen a und b. 

2. Der Ausdruck für drei oder mehr gleiche Verhältnisse 

(— = — = — J heifst fortlaufende Proportion. Man sagt^ 

die Gröfsen^ welche die Zähler bilden , seien den in den 
Nennern stehenden Greisen proportioniert 

Ist k der Wert jedes der gegebenen Verhältnisse, so 
fo^ a^a^' k'y 6 = &'• k; c = c' • k, also: 

a + 6 + c = (a'+ 6'+ c') k 
und 

a + b + c a b c 

In Worten: 

Ein beliebiges Aggregat der Zähler einer Pro- 
portion verhält sich zum entsprechenden Aggregate 
ihrer Nenner wie jeder Zähler zu seinem Nenner. 

Es bestätigt sich also auch hier wieder , dafs die 
geometrische und die algebraische Zeichensprache denselben 
Gesetzen imterworfen sind. 

3. Es seien a und a% b und V zwei Paare homologer 
Querstrecken in zwei beliebigen Streifen S und S' (Fig. 152). 

Da je zwei Strecken ein bestimmtes Verhältois im 
engem oder im weitem Sinne haben, so kann man für das 
eine Paar homologer Querstrecken ohne weiteres die Glei- 
chungen ansetzen: 

-7 = ^: a==Jlf««: a'=Jlf-ü': 
a p' 
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und zwar darf vorausgesetzt werden, dafs p und p' ganze 
Zahlen sind. Wenn man dann a in p und a' in p' gleiche 
Teile teilt und durch die Teilpunkte die Parallelen zu den 
Rändern zieht^ so werden die gegebenen Streifen in p^ be- 
ziehungsweise p'y kongruente Streifen zerlegt (§ 22, Nr. 8). 




a/'Mp 



Flg. 15S. 

Dadurch zerfallen aber auch die Querstrecken h und V in py 
bez. p', gleiche Teile (§ 22, Nr. 6). Es giebt also ein Mals, 
bezüglich dessen die Strecken h und V beziehungsweise die- 
selben Mafszahlen besitzen wie a und a', d. h. es ist: 

j-, = —, oder — = — . 
6' a' a a' 

In Worten: Für zwei gegebene Streifen ist das Ver- 
hältnis homologer Querstrecken unveränderlich, 
oder: Das Verhältnis zweier Querstrecken eines 
Streifens ist gleich dem Verhältnis ihrer homo- 
logen Querstrecken in jedem andern Streifen. 





Fig. 168. 



4. Sind ABC und A'B'C zwei winkelgleiche Dreiecke, 
so ist nach § 38, Nr. 6 (Fig. 153): 

a6'= 6a', folglich auch: — = p. 
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Da aber auch &c^» cb' ist, so eigiebt sich weiter: 

6 c 1 . ^ ^ «_ ^ 

6/ ^** / } also : — - =■ Y7 ^ 7 • 

Oder: Zieht man in jedem der beiden Dreiecke durch 
die Scheitel gleicher Winkel die Parallelen zu den Gegen- 
seiten, so bilden die übrigen Seiten zwei Paare homolc^r 
Querstreeken von zwei Streifen^ also ergiebt sich nach Nr. 3: 

a b 

b c 
Ebenso kann bewiesen werden, dals t7 — -; ist 

b' c' 

Sind nun n, 'p und q beziehungsweise die Mafszahlen 

von a, b und c; n', p' und q' die Mafszahlen von a\ V 

und c' für ein und dasselbe Mafs M, so ergiebt sich aus 

der Proportion - = --«— die folgende: 

n _^ i? __ g 

Andererseits ist: 

a'=Jf.n', V^M.p'y c':=^M'q% 

also auch: 

, Mn' ^, Mp' , Mq' 

a = • w, 6'= — ^ • «, c'=« — ^ • q. 

n P 2 

w' Jj' ö' 

Da aber ilf • — = Jf • — « Jf • ist so siebt es ein MaTs, 

n p q ' ^ 

bezüglich dessen die Seiten des Dreiecks A'B' C beziehungs- 
weise dieselben Mafszahlen haben wie ihre homologen Seiten 
in dem Dreieck ABC. Hinsichtlich der Mafszahlen ihrer 
Winkel und ihrer Seiten brauchen daher winkelgleiche Drei- 
ecke nicht unterschieden zu werden, man nennt sie deswegen 
ähnlich (in Zeichen: cv^). Das charakteristische Merkmal 
der Ähnlichkeit zweier Dreiecke ist ihre Winkelgleichheit 

5. ABC und A'B'C seien zwei beliebige Dreiecke 
(Fig. 154). 

Wenn man auf CA die Strecke (7P= CA' abtragt 
und durch P die Parallele PQ zxjl AB zieht, so ist: 

ABCo^PQC 
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In dem Falle, dals die Dreiecke FQC und A'B'C kon- 
gruent sind, ergiebt sich unmittelbar, dafs auch 

ABC CS. A'B'C 

ist. Da die Dreiecke PQC und A'B'C in einer Seite 





Fig. 154. 

übereinstimmen, so sind sie kongruent, wenn aufserdem noch 
folgende Bedingungen erfällt sind, entweder: 

1) CQ = C'B' und y = y' 
oder 

2) y = y' und < CPQ = a' 
oder 

3) CQ ^ C'B' und PQ = A'B' 
oder 

4) CQ^ C'B\ < CQP=ß' und C'A'> C'B\ 

Für die Dreiecke PQC und ABC gilt nun folgende 
Bedingung: 

CP ^ CQ PQ 

CA CB AB' 

Daher sind die Bedingungen für die Kongruenz der Dreiecke 
PQC und A'B'C mit den folgenden Bedingungen für die 
Dreiecke ABC und A'B'C beziehungsweise identisch, 
entweder: 

,- CA' CB' , , 

oder 

2) y'=: y und a'== a 
oder 
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CA' G'B' A'B' 



3) 



oder 



CA CB AB 



4) ^=-^» ß'-ß und CA> CB. 



Ist eine dieser vier Bedingungen erfüllt^ so ist: 

ABCo.A'B'C\ 

Mithin ergeben sich die Sätze: 

Zwei Dreiecke sind ähnlich: 1) wenn sie in 
einem Winkel übereinstimmen^ dessen Anseiten pro- 
portioniert sind^ 2) wenn sie in zwei Winkeln über- 
einstimmen, 3) wenn die Seiten des einen den Seiten 
des andern proportioniert sind, 4) wenn zwei Seiten 
des einen zwei Seiten des andern proportioniert und 
die Gegenwinkel der gröfsern Seiten beider Drei- 
ecke gleich sind. 

Wendet man den vierten Satz auf zwei rechtwinkelige 
Dreiecke an^ so nimmt er den folgenden Wortlaut an: 

Zwei rechtwinkelige Dreiecke sind ähnlich, 
wenn zwei Katheten beider Dreiecke sich wie die 
Hypotenusen verhalten. 

Kongruente Dreiecke sind ähnliche Dreiecke^ für welche 
das Verhältnis homologer Seiten gleich eins ist. 

6. Es seien ABC und A'B' C zwei ähnliche Dreiecke. 

Wenn man die Bezeichnungen für das Dreieck A'B'C 
aus den für das Dreieck ABC gewählten durch Hinzu- 
fügung eines Striches ableitet, so erhält man folgende Paare 
von ähnlichen Dreiecken: 

1) CAH^ ~ C'A'Hi 2) CAW^cs^C'A'Wi 
3) A UMs ~ A' U'Mi 4) BKC ex, B'K'C" 
5) BK, Cico B'Ki Ci 6) A CJf» ~ A' C'Mi, 

und zwar kommt hei den 5 ersten Paaren der zweite, bei 
dem letzten der erste Ahnlichkeitsatz in Betracht. Die 
Dreiecke ergeben der Reihe nach folgende Beziehungen: 
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' Ä,' ~ 6,' '^' wi °° 6' 
1 

^ iP ^ si "■ r", "■ 7' ^ ? ~ s'— 6' "" a'— 6'+c' ~ ö^ 



2 



^\ ?i = ^ — ^ _ fL 



Wenn man in ahnUchen Dreiecken als homolog be- 
zeichnet: 1) die Gegenseiten gleicher Winkel beider Dreiecke^ 
2) die Gegenecken homologer Seiteni 3) je zwei gleichartige 
ausgezeiclmete Linien^ die zu homologen Seiten oder Ecken 
gehören, 4) den Schnittpunkt zweier Strecken und den der 
homologen Strecken, 5) den Winkel zweier Strecken und 
den der homologen Strecken, 6) die Verbindungslinie zweier 
Punkte und die der homologen Punkte, so können die obigen 
Ergebnisse in folgendem Satze ausgesprochen werden: 

Homologe Winkel ähnlicher Dreiecke sind 
gleich, und das Verhältnis homologer Strecken ist 
gleich dem Verhältnis homologer Seiten. 

Aus einer ähnlichen Überlegung wie früher ergiebt sich 

weiter: Bezfiglich des Mafses haben alle Strecken des 

Dreiecks A'B' C beziehungsweise dieselben Malszahlen wie 
die homologen Strecken des Dreiecks ABC. Wegen des 
Satzes in Nr. 2 hat man irgend ein Aggregat aus Strecken 
des einen Dreiecks und das entsprechende A^regat aus 
den homologen Strecken des andern Dreiecks als homologe 
Strecken im Sinne des vorstehenden Satzes aufzufassen. 
Werden die Dreiecke ABC und A'B' C so gelegt, dafs sie 
den Winkel y gemein haben und zwei homologe Anseiten 
dieses Winkels in derselben Geraden liegen, so erkennt man 
leicht^ die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

Ahnliche Dreiecke können mit einem gemein- 
schaftlichen Winkel so aufeinander gelegt werden, 
dafs je zwei homologe Punkte mit dem Scheitel des 

Pflleg er, BlementMre PlMilmetrie. 18 
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Semeinsohaftlichen Winkels in einer und derselben 
reraden liegen^ und homologe Strecken in eine und 
dieselbe Gerade fallen oder parallel sind. 

7. Wenn man in dem Dreieck AB C durch A und JB 
die Parallelen zu CWz{CW£) zieht (Fig. 155); so lehrt der 
Streifensatz : 

08 CD (ai CD 

Da aber die Winkel CBD und CDB den Hälften von y 
{CD'B und CBD' den Hälften des Nebenwinkels von y) 



-)• 




Flg. 155. 



beziehungsweise gleich sind, so sind CD(CD^ und CB 
antiparallele Querstrecken desselben Streifens; folglich geht 
die obige Proportion in die folgende über: 



Os _ a /o« _ a\ 

b^~6 Vbi^är 



(Siehe § 39, Übung Nr. 15.) In Worten: 

Die Halbierungslinie eines Winkels teilt die 
Gegenseite im Verhältnis der anliegenden Seiten. 

Derselbe Wortlaut kann für die Halbierungslinie eines 
AuTsenwinkels Anwendung finden, wofern man nur überein- 
kommt, jeden Punkt der Verlängerung einer Strecke als 
Teilpunkt der Strecke zu bezeichnen und demgemäTs zwischen 
einer äufsem Teilung und einer innem Teilung einer 
Strecke zu unterscheiden. 
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Die Ful*spunkte der Winkelhalbierenden^ die von der- 
selben Ecke ausgehen, teilen die Gegenseite innen und aufsen 
in demselben YerhSltnis. Diese Teilung wird harmo- 
nische TeUong genannt 

Dafs die FuTspunkte der Winkelhalbierenden die ein- 
zigen Punkte auf AB sind, die AB in dem Verhältnis der 
anliegenden Seiten teilen, ergiebt sich wie folgt: Sind X 
und Y zwei innere oder zwei äufsere Teilpunkte auf der- 

AX. AY 
selben Verlängerung der gegebenen Strecke, und ist ^^ = -wy^ 

so ergiebt sich ohne weiteres: 

AX BX AX±BX AB .,,. .^ .^ 
ÄY = BY-ÄY±BY-ÄB^ ^^**^ ^X^^F. 

8. Wenn man die Seite AB des Dreiecks ABC als 
Querstrecke eines beliebigen Streifens betrachtet und durch 




Fig. 156. 

Ws eine beliebige Gerade zieht (Fig. 156), so besteht für die 
auf den Rändern bestimmten Abschnitte die Bedingung: 

AP AWs 
BQ-^ BW^ 

Die Gerade PWi bestimmt einen weitem Randabschnitt, 
der der Gleichung genügt: 

AP AWj 
BQ'^^BWi' 

18* 
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Da aber nach dem Satze der vorstehenden Nummer — = -? 
ist, so folgt: ^» ^« 

4| = ^„mithin:5e'-5«. 

Die Figur kann hergestellt werden, wenn man von dem 
Dreieck ABC ^e Seite c und das Verhältnis der ^beiden 
andern kennt: 

b p' 

Tragt man AP=p und BQ = BQ'^ q auf zwei beliebigen 
Paiullelen ab, die beziehungsweise durch A und B ge- 
legt werden, so werden die Punkte Wz und Wi durch 
die Geraden PQ und PQ' auf AB bestimmt. Da nun 
< FiCWi« JB ist, so ist der Kreis, der W^Wi als Durch- 
messer hat, ein Ort für die Ecke C. Dieser Kreis heifst 
der zu c gehörige Apollonische Kreis des Dreiecks ABC. 
So ergiebt sich der Satz: 

Kennt man von einem Dreieck eine Seite und 
das Verhältnis der beiden andern, so ist der zu der 
gegebenen Seite gehörige Apollonische Kreis ein 
Ort für die dritte Ecke des Dreiecks. 

9. Sind ABC und A'B'C zwei beliebige Dreiecke, 
so ist: 

i='\cK und i'^\e'K, also: |; = ^. 

Ist c = c'y SO geht die erhaltene Gleichung über in: 

i hf 



1 
und far %, = %,' erhält man: 



i'~ M' 



% c 



Stimmen die Dreiecke in dem Winkel a überein, so 
ergiebt sich: 

%8 b , chz be , i bc 
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Sind die betrachteten Dreiecke ähnlich^ so ist: 
6c, bc c^ , i c^ 

Die erhaltenen Sätze lauten in Worten: 

Dreiecke, die in einer Seite (Höhe) überein- 
stimmen, verhalten sich wie die zugehörigen 
Höhen (Seiten). 

Dreiecke, die in einem Winkel übereinstimmen, 
verhalten sich wie die Rechtecke aus dessen 
Anseiten. 

Ahnliche Dreiecke verhalten sich wie die 
Quadrate homologer Strecken. 

Man sieht ohne weiteres ein, dafs die beiden ersten 
Sätze auf Parallelogramme übertragbar sind. 

Übungen zu § 44. 

1. Zwei Paare proportionierter Strecken zu zeichnen. 

2. Zu drei gegebenen Strecken die vierte Proportionale 
zu zeichnen. Mit welcher Rechteckskonstruktion ist diese 
Aufgabe identisch? 

3. Die mittlere Proportionale zwischen zwei gegebenen 
Strecken zu zeichnen. Mit welcher Quadratkonstruktion 
ist die Au%abe identisch? 

4. Zwei Strecken zu zeichnen, deren Summe 
(Differenz) einer gegebenen Strecke, und deren 
Verhältnis dem Verhältnis von zwei gegebenen 
Strecken gleich ist. 

5. Ein Rechteck aus dem Verhältnis zweier Anseiten 
und dem Umfange (Inhalte) zu zeichnen. 

6. Wenn eine Gerade, die zwei feste Streifen mit 
gemeinschaftlichem Rande schneidet, sich um einen festen 
Punkt dreht, so bleibt das Verhältnis der auf ihr liegenden 
Querstrecken beider Streifen unverändert 

7. Wenn zwei Winkel, die den Scheitel gemein haben, 
von zwei Parallelen geschnitten werden, so bleibt das Ver- 
hältnis der durch die Schenkel auf beiden Parallelen be- 
stimmten Abschnitte von einem Winkel zum andern un- 
verändert. 
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8. Durch einen gegebenen Punkt eine Sekante an einen 
gegebenen Kreis so zu ziehen^ dafs ihre Abschnitte sich 
wie zwei gegebene Strecken verhalten. 

9. Durch einen gegebenen Punkt auf einem von zwei 
konzentrischen Kreisen eine Gerade so zu ziehen^ dafs die 
Sehnen, die auf ihr durch die Kreise bestimmt werden, sich 
wie zwei gegebene Strecken verhalten. 

10. Durch einen gegebenen Punkt an zwei konzentrische 
Kreise eine Sekante so zu ziehen, dafs die von dem 
kleinem Kreise ausgeschnittene Sehne zu den von dem 
Hinge bestimmten Abschnitten in einem gegebenen Ver- 
hältnis steht 

11. Durch einen gegebenen Punkt P eine Grerade so 
zu ziehen, dafs die auf ihr von zwei gegebenen Geraden 
bestimmte Strecke AB durch den gegebenen Punkt in einem 
gegebenen Verhältnis geteilt wird. (Man ziehe die Ver- 
bindungslinie des gegebenen Punktes und des Schnitt- 
punktes S der gegebenen Geraden und betrachte die Streifen, 
die durch SA und die Parallelen zu SA durch P und B 
bestimmt werden.) 

12. Durch einen Schnittpunkt von zwei gegebenen 
Kreisen eine Sekante so zu ziehen, dafs die von den Kreisen 
bestimmten Sehnen ein gegebenes Verhältnis haben. (Die 
Achsen der beiden Sehnen und die zu ihnen durch den 
Schnittpunkt der Kreise gezogene Parallele bestimmen zwei 
Streifen, in denen die Abschnitte der Centrale homologe 
Querstrecken sind.) 

13. Gegeben ein Kreis und eine Gerade. Eine zu der 
Geraden senkrechte Sekante so zu ziehen, dafs die von dem 
Fufspunkte der Sekante mit ihren Kreispunkten bestimmten 
Abschnitte ein gegebenes Verhältnis haben. 

14. Durch den Schnittpunkt von zwei gegebenen 
Kreisen eine Sekante so zu legen, dafs ihre Kreispunkte 
eine nach dem goldenen Schnitte geteilte Strecke bestimmen. 

15. Auf der Seite eines Dreiecks ein Lot so zu er- 
richten, dafs der im Dreieck liegende Abschnitt des Lotes 
die mittlere Proportionale zwischen den Seitenabschnitten 
wird, die sein Fufspunkt bestimmt. 

16. Von einem Dreieck kennt man die Differenz der 
Quadrate zweier Seiten und die Differenz ihrer Projektionen 
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auf der dritten Seite: diese soll gezeichnet werden. (Es ist: 

12 2 1.2 2 \ 

— a = Os — (h'j 

17. Die vier Ecken zweier Erganzungsparallelogramnie^ 
welche der gemeinschaftlichen Ecke benachbart sind^ be- 
stimmen ein Trapezoid. 

18. Die Seiten von gleichen Rechtecken sind für jeden 
Winkel Seiten von Erjganzungsparallelogrammen. 

19. In jedem Dreieck ist das Verhältnis zweier Höhen 
zu dem Verhältnis der zugehörigen Seiten reziprok. 

20. Die Seiten eines Dreiecks sind den Bechtecken 
aus den nicht zugehörigen Höhen proportioniert. 

21. Wenn zwei Dreiecke ähnlich sind^ und zwei Seiten 
des .einen Dreiecks zwei Höhen des andern beziehungsweise 
gleich sind: in welcher Beziehung steht die dritte Seite des 
ersten Dreiecks zu den Höhen des zweiten? (Sie ist die 
vierte Proportionale zu jenen beiden Höhen und der dritten.) 

22. Durch die Halbierungslinien der Innenwinkel eines 
Dreiecks werden die Gegenseiten so geteilt^ dafs die Summe 
der reziproken Werte von drei Abschnitten, die keinen 
gemeinschaftlichen Endpunkt haben^ gleich der Summe der 
reziproken Werte der drei übrigen Abschnitte ist. (Man 
drücke die Abschnitte durch die Seiten aus.) 

23. Die Fufspunkte der Halbierungslinien der Aufsen- 
winkel teilen die zugehörigen Seiten so^ dafs die Summe 
der reziproken Werte der auf der gröfsten und auf der 
kleinsten Seite liegenden Abschnitte gleich der Summe der 
reziproken Werte der Abschnitte auf der mittlem Seite ist. 

24. Welches sind die Mafszahlen für die Radien der 
Apollonischen Kreise eines Dreiecks, wenn die Mafszahlen 
der Seiten gegeben sind? 

25. In jedem Dreieck ist die Summe aus den reziproken 
Werte der Durchmesser deijenigen Apollonischen Kreise, die 
zu der gröfsten und der kleinsten Dreieckseite gehören, 
gleich dem reziproken Werte des Durchmessers des zu der 
mittlem Seite gehörigen Apollonischen Kreises. 

26. Ein Dreieck aus dem Badius eines seiner Apollo- 
nischen Kreise und den beiden nicht zugehörigen Seiten zu 
konsumieren. 

27. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn man das Bechteck 
aus zwei Seiten, die Differenz der Quadrate dieser Seiten 
und den zur dritten Seite gehörigen Apollonischeii Kreis kcn^t, 
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28. Welches ist der Ort für alle Punkte^ von denen 
aus zwei g^ebene Kreise unter gleichen Winkeln gesehen 
werden? (Die Mittelpnnktsabstanae jedes Punktes sind die 
Hypotenusen von ähnlichen rechtwinkeligen Dreiecken.) 

29. Einen Punkt zu zeichnen^ dessen Abstände von 
den Ecken eines gegebenen Dreiecks drei g^ebenen Strecken 
(z. B. den Gegenseiten) proportioniert sind. 

30. Einen Punkt zu finden^ von dem aus drei gegebene 
Kreise unter gleichen Winkeln gesehen werden. 

31. Einen Punkt zu zeichnen, von dem aus an drei 
gegebene Kreise Tangenten gehen, die den Radien pro- 
portioniert sind. (Siehe Nr. 28.) 

32. Wenn die Zifferblätter von zwei gleichmäfsig gehen- 
den Uhren verschiedener Grofse so in derselben Ebene 
liegen, dafs die Dmrchmesser, welche die Zahlen 12 und 6 
verbinden, parallel sind, und die eine Uhr gegen die andere 
um sechs Stunden voigeht, so dreht sich sowohl die Ver- 
bindungslinie der Endpunkte der greisen, als auch die der 
Endpunkte der kleinen Zeiger um einen festen Punkt 
der Ebene. 

33. Wenn eine Strecke durch die Endpunkte einer 
zweiten harmonisch geteilt wird, so wird auch die zweite 
durch die Endpunkte der ersten harmonisch geteilt. 

34 Wie grofs ist der gemeinschaftliche Teil von zwei 
Strecken a und h, wenn jede von ihnen durch die End- 
punkte der andern harmonisch geteilt wird? 

35. An alle Kreise, die durch zwei Ecken eines ge- 
gebenen Dreiecks gelegt werden können, gehen von dem 
Mittelpunkte des zugehörigen Apollonischen Kreises aus 
gleiche Tangenten. (Vgl. § 40, Übungen Nr. 9 und 10.) 

36. Die Abstände des Schnittpunktes der Mittellinien 
von den beiden Punkten, die eine Dreieckseite in drei 
gleiche Teile teilen, verhalten sich wie die beiden übrigen 
Seiten des Dreiecks. 

37. Ein Quadrat zu zeichnen, dessen Ecken auf den 
Seiten eines gegebenen Dreiecks liegen. 

38. Ein Dreieck zu zeichnen, wenn der Flächeninhalt 
des zur Seite c gehörigen, eingeschriebenen Quadrats 
einem gegebenen Rechteck gleich ist, und man aufserdem 
kennt; 
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I. 1) i 2) c + Äg. 

ir. 1) a 2) y 3) a 4) h^ 5) m^ 6) Wg 7) 63 + Og 
8) b^ ±a^ 9) a + b 10) /8 — a. 

39. Einem gegebenen Dreieck ein Rechteck von ge- 
gebenem Flächeninhalt einzuschreiben. In welcher Beziehung 
mofs die gegebene Fläche zu dem Inhalte des .gegebenen 
Dreiecks stehen^ damit die Au%abe möglich sei? Welches 
ist das gröfste Bechteck^ das einem gegebenen Dreieck ein- 
geschrieben werden kann? 

40. Von einem gegebenen Dreieck durch eine Parallele 
zu einer Seite den nf^^ Teil abzuschneiden. 

41. Durch zwei Parallelen zu einer Seite ein gegebenes 
Dreieck in drei gleiche Teile zu teilen. (Die Parallelen 
bestimmen zwei Dreiecke^ die dem gegebenen ähnlich sind.) 

42. Durch eine Gerade ein gegebenes Dreieck in zwei 
gleiche Teile zu teilen^ die gleiche Umfange haben. (Man 
berechne die Abschnitte, welche die Gerade auf zwei Seiten 
bestimmt.) 

43. Ein Dreieck soll durch zwei Parallelen zu derselben 
Seite in drei Teile geteilt werden, die drei gegebenen 
Strecken proportioniert sind. 

44. Ein Dreieck durch eine Gerade so zu teilen, dals 
beide Teile bei gleichem Umfange in einem gegebenen Ver- 
hältnis stehen. (Man drücke das Verhältnis des einen Teiles 
zu dem gegebenen Dreieck aus.) 

45. Durch eine Gerade soll von einem gegebenen 
Dreieck ein gleichschenkeliges abgeschnitten werden, das 
zu jenem in einem gegebenen Verhältnis steht. 

46. Ein Trapezoid soll durch eine Parallele zu den 
Grundlinien in einem gegebenen Verhältnis geteilt werden. 
(Bringt man die Schenkel zum Durchschnitt, so erhält man 
drei ähnliche Dreiecke.) 

Vorbemerkung. Wenn unter den Angaben für die 
Konstruktion eines Dreiecks das Verhältnis von Strecken 
vorkommt, so sind folgende Fälle zu unterscheiden: 1) Man 
kennt das Verhältnis von zwei Strecken und die eine von 
ihnen, 2) zwei oder drei Strecken des gesuchten Dreiecks 
sind zwei, beziehungsweise drei, gegebenen Strecken pro- 
portioniert, und ein bestimmtes Aggregat jener Strecken 
einer g^ebenen Strecke gleich, 3) von zwei Strecken, die 
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einen gemeinschaftlichen Endpunkt haben, ist das Verhältnis 
g^eben, und von den nicht gemeinschaftlichen Endpunkten 
der Abstand, 4) unter den Angaben befinden sich zwei, mit 
Hilfe deren man ein Dreieck zeichnen kann, welches dem 
gesuchten Dreieck oder einem Hilfsdreieck ähnlich ist. 
(Siehe die Ahnlichkeitsatze.) Im ersten Falle ist die zweite 
Strecke als vierte Proportionale konstruierbar; im zwdten Falle 
ist jede der in Frage stehenden Strecken als vierte Proportionale 
konstnuerbar; im dritten Falle sind von dem Dreieck, 
das durch die Endpunkte der beiden Strecken bestimmt 
wird, zwei Ecken konstruierbar, und der zugehörige Apollo- 
nische Kreis ist ein Ort für die dritte Ecke; im vierten 
Falle denke man sich das konstruierbare Dreieck so auf 
das ihm ähnliche gelegt, dafs beide einen Winkel und ein 
Paar homologer Schenkel dieses Winkels gemein haben^ und 
suche mit Hilfe von bekannten Lehrsätzen und Angaben 
für die noch nicht bestimmten Punkte Orte abzuleiten. 

47. Ein Dreieck aus folgenden Angaben zu zeichnen, 

wenn die Angaben j- und a:b:c bedeuten, dafs a und b 

zwei gegebenen Strecken und a, b und c drei gegebenen 
Strecken proportioniert sind: 

I. 1)|, y 2) a, /? 3)a:b:c 4) |, /J. 

IL 1) a 2) c 3) Äi 4) Äg 5) m^^ 6) m^ 7) w^^ 
8) Ws 9) wi 10) wi 11) r 12) q 13) ^i 14) ^3 
lb)b±a 16)c±a 17) 2s 18) 6 + c — a 19) 63 + «3 
20) bs — a« 21) bi + ai 22) iw» + Äs 23) ä» + ^ 
24) h^±Qi 2b) r±Q 26) ^2 ± r 27) i. 

48. Ein Dreieck zu zeichnen, von dem man kennt: 

I. I).,| 2).,^ 3).,^ 4)a.g 5,.,J;' 

6) c, bi — b« 7) c, Ob + a^ 

n. 1) a 2) a 3) y 4) ß — a b) m^ 6) mg 7) Äi 

8) Ä8 9) Ws 10) wi 11) b^ 12)63±a8 13) Sg 14) r 

15) Qi+Q^ 16) Qs — Q 17) r + Äg 18) r — Sg 

19) fe« ± a» 20) i. 



yCj 



ai + W 8)^, c, a + 6 9)K,K>K' 



§ 44. Proportionalität und Ähnlichkeit. 283 

49. Ein Dreieck zw zeichnen aus: 
\)i,^,ß-a 2)^,r, 6g + a, 3) J?, c, t 

4)J», c, IT,' 5)^, c, «;« 6)^», c, b,-o, 7)^ 

a 

50. Aus folgenden Angaben ein Dreieck zu zeichnen: 
^- 1) ^' ^ ('*i'^) 2) — , < Km,) 3) w»! : m, : c. 
IL 1) iWi + m, 2) m, 3) ä^ 4) 63 + ^z ^) *• 

51. Ein Dreieck zu zeichnen aus: 

I. i)^,yj_a. 

II. 1) w^ 2) w;i 3) c 4) r 5) s^ 6) b» — a» 
7) b.' + oS 8) ftfc + Os 9) i»s+ Ä8. 

52. Ein Dreieck zu zeichnen^ wenn man kennt: 
I. 1) J?, c 2) ^', c. 

IL l) a 2) y 3) - 4) r 5) b,' — b, 6) i. 

53. Ein Dreieck aus folgenden Angaben zu kon- 
struieren: 

L DcJ 2)c,5?. 

n. 1)6 2)| 3) WH 4)w*8 b)^{cm^) 6) ^Km,) 

7) Äi 8) Äg 9) Ci 10) m? ±m^ 11) t. 

54. Ein Dreieck zu zeichnen aus: 

I. 1) c, J. 

ir. 1) a 2) Y 3) Äi 4) b, 5) c^ 6) 6,±Oj 
7) «? ± »I 8) 6* — o' 9)li — di. 
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55. Ein Dreieck za konstruieren^ wenn man kennt: 

n. 1) 6 2) y 3) *! 4) Ä, 5) m, 6) < (cm,) 
7) <(«»«8) 8) Ji±08 9) og 10) c, 11) 6« — a» 
12) sl — sj 13) ^ - ö4 14) ». 

56. Aus folgenden Angaben ein Dreieck zu konstruieren: 

I. 1)1 2)- 3)-. 

f 8g Sg 

II. 1) c + r, Äg 2) c ± Sg j ^ ± «8 3) ^ ± «8^ 6s — Os 
4) c + r, bg' + ag' 5)Äa— Sg, ^+«8 6)^+0», /8—a 
7) », Äg. 

§ 45. Metrische Beziehungen Im Dreieck. 

1. Durch seine drei Seiten ist das Dreieck bestimmt, 
folglich auch jede seiner ausgezeichneten Linien und jeder 
seiner Radien. Es liegt daher die Vermutung nahe^ dafs 
auch die Mafszahlen dieser Strecken berechnet werden 
können^ wenn die Malszahlen der Seiten gegeben sind. 

Für die Mittellinie mg wurde bereits früher gefunden: 

g' + ftg c2 
2 4* 

Wenn man die Bezeichnungen für die Ecken derart ändert, 
dafs von den Buchstaben Ay B^ C jeder an die Stelle des 
folgenden, der letzte an die des ersten gesetzt wird, so tritt 
dieselbe Vertauschung bei den Bezeichnungen für die Winkel 
und die Seiten und eine entsprechende bei den 2ieigem der 
ausgezeichneten Linien und der Radien der Ankreise ein. 
Diese Vertauschung heifst cyklisch. Durch cyklische Ver- 
tauschung erhält man folgende Werte für m^ und m^ : 



.2 



62+c2 a2 8 c'^'^-a^ V 



2. Für die Höhe hg erhält man zunächst den Ausdruck: 
^ = 6» _ 6« = (6 + 6,) (6 _ i^,). 
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Nun ist aber: 

65 — c^ =- 6* — a* und h+(h^Cf 

folglich: 

6» — a« , , 62 + c«— «2 
*8 — «8== — ^ — «»d h^ 2^ • 

Somit ergiebt neb: 

(6 + cy — a^ (& + c + g) (6 + c - g) 
^-^^^^ 2^ Tc 

, , gg — (& — c)8 (g + 6 — c) (g — 6 + c) 
I.» j»« 7,8 (g + 6 + c)(— g + 6 + c)(g — 6 + c)(g+6 — c) 

Ä8=-0 — Ö8 j^^ • 

Setzt man: g + 5 + c = 2ä, so ist: 

— g + 6 + c==2(5 — a)] a — 6 + c=«2(5 — 6); 

g + 6 — c = 2(5 — c); 
folglich: 

, 4g(g— g)(^ — 6)(j->c) _ 
Ä8« ^i ' 

2 , 

Äg =3 - ys (5 — g) (5 — 6) (5 — c). 

Durch cjklische Vertauschung erhält man die entsprechenden 
Werte för \ und \. 

3. Aus »=:— cAg ergiebt sich sofort: 



i« y« (5 — a)(8 — 6) (5 — c). 
Nun ist aber: 
^5 = »; Qi(s — a)^i] Q^{s — b)^i; Qs{8'-c)'^i; 

folglich können auch die Radien der BerQhrungskreise un- 
mittelbar durch die Seiten ausgedrückt werden. Weiter 
ergiebt sich aus den vier letzten Gleichungen: 

i^^QQiQ^Qs^is — a){8 — &) (s — c); 
folglich: 



286 XIV. Maftiahl, Proportionalität und Ihnliohkeit 

4. Das Dreieck AUM^ stimmt mit ABC in einem 
Winkel überein (Fig. 157) Wird sein Inhalt durch ^ be- 
zeichnet^ so ergiebt sich daher (§ 44, 9): 

i ah ahc* 
Addiert man diese Gleichung zu den beiden^ die aus ihr 




Flg. U7. 



durch cyklische Vertauschung entstehen, und berücksichtigt 

man, dafs »i + *i + *8 " 9 ^^y so folgt: 

r 1 

(a5i + 65, + C58) = o- 



Nun ist aber: 

asi + 652 + 05^== 2», 
folglich: 

ahc 



r « 



• • 



4t 

5. Der Umkreis des Dreiecks 'ABC (Fig. 158) werde 
durch die Winkelhalbierenden w^ und wi im D und D' ge- 
schnitten, dann ist: 

ACW^c^BCDc^BBW^. 
Die beiden ersten Dreiecke ergeben: 

(wb + B Fi) w« =» a6, 
das erste und das dritte: 



§ 45. MetriBche Beziehungen im Dreieck. 



287 



also folgt: 



Ws = «6 — 08^8. 



Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke ACWiy BCD' und 
JBD' Wi ergiebt sich in entsprechender Weise: 

w?8* = aibs — «6- 




Fig. 168. 



Weiter ist (§ 44, 2): 

Os bs c 

a b a + b 

folglich: 



und ^'-^'--1-, 
a — a 



>2 



ab {a + by 



und 



'\ 



c« 



ab {a — 6) 



— h\i^ 



also auch: 



.2 



Wi = ab 



abc^ 

Jä+W 



= ab 



(a + 6)2 — c« 



2 



ab 



(a + by 



{a + b) 



{a + b + c){a + b — c) 
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^ abc* , c»— (a — 6)» 

(a — 6)* (a — 6)* 

Nach EinfQhrung des halben ümf anges eigiebt sich schliefslich : 

2 2 

w» = — --T l/absls — c) wi = 7 ya6{s — a)(s — 6). 

Ahnliche Werte ergeben sich durch cyklische Yertauschung 
für Wi, Wt, toi, ^»* 

6. In § 35^ 7 ergab sich: 

Nun ist: 

./ 1 , 1 \ et j a6c 

ei + e2='*l d'^l w ' i.\ und r = -r-v, 

^* ^* \s — a s — 0/ (s — a)(« — b) 4% 

folglich : 

ci abc 2sc{s — c) — abc 

^«■" 2(s — a) (« — 6) ~ "4t" "^ 4t 

c [28(s — c) — ab] 

Es ist aber: 

(a + b + c)(a + b'-c) (a + 6)»-c2 
^8(8 — c) 2 2 , 

folglich: 

c[(a + &)» — c«— 2a&] 

*« 8< 

und schliefslich: 

c (a2 + 6« — c2) 

""«^ St 

Die Werte für s^ und s^ ergeben sich durch cyklische Ver- 
tauschung. 

7. Auch die Centralen, welche den Mittelpunkt des 
Umkreises mit den Mittelpunkten der Berührungskreise ver- 
binden, können nun mittelbar durch die Seiten ausgedrückt 
werden. 



§ 45. Metrische Beziehongen im Dreieck. 



289 



Da der Winkel UCJ (Fig. 159) als halbe Differenz 
von zwei Dreieckswinkeln spitz ist^ so ergiebt der allgemeine 
pythagoreische Lehrsatz: 



ÜJ^= 



=2 



r2+ CJ —2r'CD. 
Fällt man von J das Lot JE auf CH^, und berück* 




Fig. 169. 

sichtigt man^ dafs der Winkel UCHq durch CJ halbiert 
wird^ so ergiebt sich: 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke CEJ und CH^W^ 
folgt aber: 

CJ CE Äg — Q 2h^s — 2qs 2h^s — ch^ a + b 



also: 



K 



%8 2hi8 

rir (« + fc) ^8 

^^ — 2r~- 



2hfiS 



8< 



2s ' 



o ' dhc 

Da nun Wo = — -^ ifabsTs — c) und r == -7-^ ist, erhält man: 



=2 



CTeT^ = r2 + 



= r2 + 



a6 (s — c) a&c%3 (a + 6) 
a6(s — c) ab (a + b) 



2j 



Pflieger, Blementare Planimetrie. 



==r2 — 



19 



"27' 
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Wegen abc » 4r» — irgs ergiebt sich scbliefslich: 



UJ ^r^— 2rQ. 
Für die übrigen Centralen findet man auf ähnlichem Wege: 

Ifxf-r> + 2rei; üTa — r« + 2r^i und lJ^^^r^+2rQ^. 

8. Die Abstände des Mittelpunktes eines Berührungs- 
kreises von den Ecken besitzen Mafszahlen, deren Produkt 




Fig. leo. 

eine ein&che Beziehung zu dem Radius dieses Berührungs- 
kreises und dem des Umkreises hat* 

Da AJB = ^ C WJ « 90 + J ist (Fig. 160), so stimmen 

die Dreiecke AJB und AGWi m einem Winkel überein, 
folglich: 

AJB AJ'BJ , AT r^T j. f ^J^ 
Es ist aber: 
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folglich: 
AJ. BJ^ "^^ ^^ - ^ 2g =- -ya6(s-a)(s-6). 

Durch cyklische Vertauschimg erhalt man: 

6 

8' ^ '^ ' 8 

Durch Multiplikation der drei Gleichungen ergiebt sich weiter: 

also: 

ahci 



^/•Ce7^=-y6c(s— 6)(s— c)und CJ-AJ ^ca{s—c){s—a). 



AJ.BJ' CJ^ 



und wegen ahc = 4ri ei^ebt sich schliefslich: 

AJ'BJ' CJ«4re«. 

Auf ähnlichem Wege ei^ebt sich: 

AKi'BKi' CKi = ArQ\, 

hieraus aber wieder durch cyklische Vertauschung die ent- 
sprechenden Beziehungen für K^ und K^. 

9. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke AH^B und CH^B 
ergiebt sich: 

c a * 
Durch cyklische Vertauschung erhält man weiter: 

^ = ^ und ^ = ^. 
a € 

Durch Multiplikation der drei Gleichungen ergiebt sich 
schliefslich: 

Die Mafszahlen der Abschnitte^ welche auf den Seiten 
durch drei Winkelhalbierende bestimmt werden, die sich in 
einem und demselben Punkte schneiden, genügen ähnlichen 
Gleichungen, nämlich: 

a8biC2= 68Cia2 und aif)iC2 = iiciai* 

19* 
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Zieht man nun durch einen beliebigen Punkt P der 
Ebene, der innerhalb oder aufserhalb des Dreiecks AS C 
liegt (Fig. 161), die Geraden FA, PB und PC, die so- 
genannten Ecktransversalen, so haben die Dreiecke APC 
und BPC die Seite PC gemein. Sind nun AQ und BP. die 




Fig. 161. 



ZU. PC gehörigen Höhen beider Dreiecke, so ergiebt sich: 

APC AQ 
BPC BR' 

Da aber AQC'o^ BJRC^ ist, so ist weiter: 

AQ __ AC^ APC _ AC;_ 

BR" BC^' "" ' BPC~ BC 

Durch cyklische Vertauschung ergeben sich die Gleichungen: 

BPA _ BA' CPB _ CB' 

CPA "" CA' APB " AB' ' 

Durch Multiplikation der drei Gleichungen erhalt man eine 
neue, in der die linke Seite gleich 1 ist; folglich ist: 

AC'> BA'- CB'=BC'' CA'- AB'. 
In Worten: 
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Schneiden sich drei Ecktransversalen eines 
Dreiecks in einem und demselben Punkte, so sind 
für je drei Seitenabschnitte^ die keinen Endpunkt 
gemein haben, die Produkte der Mafszahlen ein- 
ander gleich. 

Je nachdem der Punkt P innerhalb oder auTserhalb des 
Dreiecks liegt, schneiden die Ecktransversalen die drei 
Seiten oder nur eine Seite und die Verlängerungen der 




Fig. 162. 



beiden andern. Die Anzahl der Schnittpunkte, die auf den 
Seiten selbst liegen, ist also immer eine ungerade Zahl. 

Es stellt sich somit heraus, dafs die oben für die Höhen 
und die Winkelhalbierenden eines Dreiecks abgeleiteten Be- 
ziehungen nur besondere Fälle eines allgemeinem Satzes sind, 
der unter dem Namen des Ceva bekannt ist. 

10. Werden die Seiten des Dreiecks ABC durch eine 
beliebige Transversale in J.', B' und C" geschnitten (Fig. 162), 
und zieht man durch B die Parallele BP zu AC, so ist: 

AB'C'c^BBC und B'CA'c^BBA', 
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folglich: AC^_AB^ CB^ BP^ 

BC'^ BP CA' ^ BÄ' • 

Durch Multiplikation beider Gleichungen erhalt man: 

Ä C > CB' AB' 

BC' CA' ^ BA" 
folglich : 

A C . BA' • CB'= B C . CA' • AB\ 

In Worten: 

Werden die Seiten eines Dreiecks durch eine 
Transversale geschnitten^ so sind für je drei Seiten- 
abschnitte, die keinen Endpunkt gemein haben^ die 
Produkte der Mafszahlen einander gleich. 

Die Transversale schneidet entweder zwei Seiten und 
die Verlängerung der dritten oder keine einzige Seite und 
die drei Verlängerungen. Die Anzahl der Schnittpunkte, 
die auf den Seiten selbst liegen ^ ist also immer eine 
gerade Zahl. 

Der Satz ist unter dem Namen des Menelaos bekannt. 

11. Durch indirekte Beweisführung ergeben sich mit 
Leichtigkeit die Umkehrungen der vorstehenden Sätze: 

Werden auf den Seiten eines Dreiecks oder auf 
deren Verlängerungen drei Punkte so angenommen^ 
dafs für je drei Seitenabschnitte, die keinen End- 
punkt gemein haben, die Produkte der Mafszahlen 
gleich sind, so bestimmen jene drei Punkte ent- 
weder drei Ecktransversalen, die durch einen und 
denselben Punkt gehen, oder eine einzige Gerade, 
je nachdem eine ungerade oder eine gerade Anzahl 
jener Punkte auf den Seiten selbst liegt. 

Dieser Satz wird benutzt, lun von drei Geraden zu 

beweisen, dafs sie durch einen und denselben Punkt gehen, 

und von drei Punkten, dafs sie auf einer und derselben 

Geraden liegen. 

•• 

Übungen zu § 45. 

1. Die Seiten eines Dreiecks zu berechnen, wenn von 
drei Berührungskreisen die Radien gegeben sind. 

2. Das Rechteck aus zwei Seiten eines Dreiecks ist 
gleich dem Rechteck aus dem Durchmesser des Umkreises 
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und der zur dritten Seite gehörigen Höhe. (Das Dreieck 
CAH^ ist ähnlich dem Dreieck^ dessen Hypotenuse der 
Durchmesser durch C^ und dessen eine Kathete die Seite 
CB ist) 

3. Die Summe der Radien von zwei Ankreisen verhalt 
sich zu deren Differenz wie die nicht zugehörige Seite zur 
Differenz der zugehörigen. (Man gehe von den Ausdrücken 
für den Flächeninhalt aus.) 

4. Die Sunune der Radien eines Ankreises und des 
Inkreises verhält sich zu deren Differenz wie die Summe 
der nicht zu jenem Ankreise gehörigen Seiten zu der 
zugehörigen Seite. 

5. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn man kennt: 

1) Qy Q\9 Qi 2) ^1, Qi, Qq 3) t, q, q^ 4) i, q^, q^ 
5) Qi9 Q2f c 6) ßi, Q2f a — J> 7) r + «8, c, a — 6 
8) ^1 — 02? ^ + «8> ^ 9) Qs9 Qf c 10) ßg, e, a + 6 

11) r — s^,c, a + b 12) ßg + g, r — Sg, c 13) -^, c, 
a + b 14) a:b:Cf Qt + Qi 15) a:b:Cy r + s^ 

16) -^, c, a — b 17) ^, ^y Qz + Q 18) -, -, r — Sg 

19) |, r, Äs 20) a + byT, Äs. 

6. In jedem Dreieck ist die Smnme der Quadrate über 
den Centrsden^ die den Mittelpunkt des Umkreises mit den 
Mittelpunkten der BerOhrungskreise verbinden, gleich dem 
zwölffochen Quadrat über dem Radius des Umkreises. 

7. In jedem Dreieck ist das Quadrat über einer Seite 
gleich der Differenz oder der Summe zwischen dem vier- 
fachen Quadrat über der zugehörigen Mittellinie und dem 
achtfachen Rechteck aus der zugehörigen Höhe und der 
zugehörigen Mittelsenkrechten. (Zwischen der Gleichung 

für ms und der pythagoreischen Gleichung für (? eliminiere 
man a' -f b^ unter Berücksichtigung der Ähnlichkeit der 
Dreiecke CHH^ und CBH^.) 

8. Die MaTszahl für den doppelten Inhalt eines Dreiecks 
ist gleich der Quadratwurzel aus dem Produkte der Mafs- 
zahlen der drei Höhen und des Durchmessers des Umkreises. 
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9. In jedem Dreieck ist: 

16i« « 4a«6» — (a» + 6» — c*)*. 

(Man berücksichtige, dafs die rechte Seite der Gleichung 
die Form einer Dmerenz von zwei Quadraten hat) 

10. Der Inhalt eines spitzwinkeligen Dreiecks ist gleich 
dem Rechteck aus dem Radius seines Feuerfoachschen 
Kreises und dem Umfange des Dreiecks der Höhen- 
fulspunkte. (Wird H^H^ durch a' bezeichnet, so ergiebt 
sich aus dem Dreieck ÄH^H^ unter Anwendung des 
allgemeinen pythagoreischen Lehrsatzes und unter Berück- 

sichtigung der Gleichung -^ = — die Beziehung: 

, ha 

Die ähnlichen Dreiecke AHH^ und ÄBHi ergeben weiter: 



61,= 



'S 



'«1 \ 



folglich ist: , 4» as 

aoc ^ 

11. Wie ändert sich der vorstehende Satz für stumpf- 
winkelige Dreiecke? 

12. Die Mittelpunkte der Ankreise eines Dreiecks be- 
stimmen ein neues Dreieck^ dessen Inhalt gleich dem Rechtr- 
eck ans dem Umfange und dem Radius des Umkreises 
des ersten Dreiecks ist 

13. Wie lautet der entsprechende Satz für die Dreiecke, 
die durch den Mittelpunkt des Inkreises und die Mittel- 
punkte zweier Ankreise bestimmt werden? (An Stelle des 
halben Umfanges tritt dessen Überschufs über eine S^te.) 

14. Für jedes Dreieck gelten die Beziehungen : 

^^ -xlahis — c) ^^ 1/ abs ^^ -i/ ab 



K,K,=^cY^ 



ab 
(s — a) (s — b)' 
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15. Das Rechteck aus den Abstanden einer Ecke eines 
Dreiecks von dem Mittelpunkte des Inkreises und dem 
Mittelpunkte des gegenüberliegenden Ankreises ist gleich 
dem Rechteck aus ihren Abständen von den Mittelpunkten 
der übrigen Berührungskreise. 

16. In jedem Dreieck ist: 

Tsf - ITZ? + JkI - ÜkI + JXs - ÜkI = 5 Jtf . 

17. Jedes Dreieck^ welches durch die Berührungspunkte 
eines Berfihrui^kreises bestimmt wird, ist dem Dreieck 
ähnlich, dessen Ecken die Mittdpunkte der drei übrigen 
BerührnngE^reise sind. 

18. Die vier Dreiecke, welche durch die Berührungs- 
punkte je eines Berührungskreises bestimmt werden, sind 
den Radien der Berührungskreise proportioniert. (Man be- 
rücksichtige Nr. 12 und 13.) 

19. Die Summe der Dreiecke, welche durch die 
Berührungspunkte je eines Ankreises eines gegebenen 
Dreiecks bestimmt werden, ist um das Dreieck, dessen 
Ecken die Berfihrungspmikte des Inkreises sind, gröfser 
als der doppelte Inhalt des gegebenen Dreiecks. 

20. Wenn die Schnittpunkte des Umkreises eines Drei- 
ecks mit je drei Winkelhalbierenden, die durch einen und den- 
selben Punkt gehen, als Ecken von vier neuen Dreiecken 
angenommen werden, so ist das zu den Halbierungslinien 
der Innenwinkel gehörige Dreieck gleich der Summe der 
drei übrigen. (Die Dreiecke sind beziehungsweise ähnlich 
den Dreiecken, die durch die Mittelpunkte von je drei 
Berührungskreisen bestimmt werden.) 

21. Die Ecktransversalen eines Dreiecks, welche durch 
die Berührungspunkte desselben Berührungskreises gehen, 
schneiden sich in einem und demselben Punkte. 

22. In jedem Dreieck liegen in einer und derselben 
Geraden: 1) die Fufspunkte der Halbierungslinien der 
Aufsenwinkel, 2) der FuTspunkt der Halbierungslinie eines 
Aufsenwinkels und die Fufspunkte der Halbierungslinien 
der Innenwinkel an den beiden übrigen Ecken. 

23. Die Mittelpunkte der Grundlinien, der Schnitt- 
punkt der Diagonalen und der Schnittpunkt der Schenkel 
eines Trapezoids liegen in einer und derselben Geraden. 
(Die Diagonalen und die Verbindungslinie ihres Schnitt- 
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puuktes mit dem Schnittpunkte der Schenkel sind Eck- 
transversalen eines Dreiecks.) 

24. Wenn eine Gerade sich parallel zu einer Seite 
eines Dreiecks verschiebt, und ihre Schnittpunkte mit den 
beiden übrigen Seiten mit deren Gregenecken verbunden 
sind, so beschreibt der Schnittpunkt dieser Verbindungs- 
linien die zu der ersten Seite gehörige Mittellinie. 

25. Wenn zwei Ecktransversalen eines Dreiecks sich 
so um ihre Ek^ken drehen, dafs ihr Schnittpunkt eine Elck- 
transversale der dritten Ecke durchläuft, so dreht sich die 
Verbindungslinie der Fufspunkte jener Transversalen um 
einen festen Punkt auf der Gegenseite der dritten Ecke 
oder verschiebt sich parallel zur Gegenseite der dritten E^cke. 

26. Dreht sich eine Transversale um einen festen Punkt 
einer Dreieckseite, so bestimmen ihre Schnittpunkte mit den 
beiden übrigen Seiten zwei Ek^ktransversalen, deren Schnitt- 
punkt eine Ecktransversale durchlauft, die durch die Gr^en- 
ecke der erstgenannten Seite geht 



FünfkehnteB Kapitel. 

Die Vielecke. 



§ 46. Allgemeine Eigenschaften der Vielecke. 

1. Unter einem Vieleck oder Polygon soll ein gerad- 
linig begrenzter Teil der Ebene verstanden werden, welcher 
von keiner der durch die Grenzstrecken bestimmten Geraden 
geschnitten wird. Ist n die Anzahl dieser Grenzstrecken, 
so heifst das Vieleck ein n-eck. Das n-eck hat n Ecken, 
n Winkel und n AuTsenwinkel. Jeder Winkel ist kleiner 
als zwei Rechte. Die Verbindungslinien nicht benachbarter 
Ecken heifsen Diagonalen. 

Ist n die Anzahl der Ecken, so ist jede Ecke der 
Ausgangspunkt von n — 3 Diagonalen. Zahlt man nun an 
jeder Ecke jede Diagonale, so wird jede Diagonale an zwei 
Ecken, also doppelt, gezahlt; folglich ist die Gesamtzahl der 

Diagonalen: -. 

2. Wird ein Punkt P im Innern eines n-ecks mit den 
Ecken verbunden, so zerfällt das w-eck in n Dreiecke, für 
welche die Winkelsumme 2JR • n beträgt Da aber die- 
jenigen Dreieckswinkel, die ihren Scheitel in P haben, keine 
Teile der Vieleckswinkel sind, und deren Simime AR be- 
trägt, so ist die Summe der Winkel des w-ecks: R • (2n — 4). 

Die Summe der Aufsen- und der Innenwinkel beträgt 
2U-W. Subtrahiert man hiervon die Summe der Innen- 
winkel, so ergiebt sich als Summe der AuTsenwinkel für 
jedes n-eck: AR, 
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3. Ist auf einer Geraden g eine Strecke AB g^ben 
(Pig. 163), so sind die Punkte C und C symmetrisch bezüg- 
lich g, wenn < ABC -^ ABC und BG=^BC ist Wenn 
nun auch <BCD^ BC'D' und CD = CD' ist, so sind 
auch D und D' Sjrmmetrische Punkte bezüglich g. 

An jedes bereits erhaltene Paar symmetrischer Punkte 
kann man dadurch ein neues anreihen, dafs man die zuletzt 
erhaltenen Punkte als Scheitel von zwei neuen sjrmmetrischen 




A 



Flg. 163. 



Winkeln und als Ausgangspunkte von zwei neuen symme- 
trischen Strecken betrachtet. Da nun zwei Paare symme- 
trischer Punkte zwei Paare symmetrischer Winkel und 
zwei Paare symmetrischer Strecken erfordern, so ist für jede 
vorgeschriebene Anzahl von symmetrischen Punktpaaren eine 
ebenso grofse Anzahl von synmietrischen Winkelpaaren und 
symmetrischen Streckenpaaren notwendig und hinreichend. 
Werden nun n — 2 symmetrische Punktpaare hergestellt^ 
so bilden diese mit den auf g angenommenen Punkten A 
und B zwei symmetrische n-ecke. Da AB für beide 
Polygone eine zu sich selbst sjonmetrische Strecke ist, so 
wird die Symmetrie der Polygone durch die Symmetrie von 
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n — 1 Seitenpaaren und den n — 2 eingeschlossenen Winkel- 
paaren bedingt. Somit ergiebt sich der Satz: 

Zwei n-ecke sind kongruent, wenn sie in n — 1 
Seiten und den n — 2 eingeschlossenen Winkeln 
übereinstimmen, und jene Seiten und Winkel in 
dem einen Polygon in derselben Ordnung auf- 
einander folgen wie in dem andern. 

4. Geht man von einem Punkte Ä der Geraden g aus 
(B^. 164), so kann man wieder mit n — 2 symmetrischen 
Winkelpaaren und ebensoviel 

symmetrischen Streckenpaaren 
n — 2 symmetrische Punktpaare 
bezüglich g herstellen. Werden 
die zuletzt erhaltenen Punkte P 
und P' als Ausgangspunkte von 
zwei neuen symmetrischen Strahlen 
angenommen, so schneiden sich 
diese auf der Achse und be- 
stimme in ihren Scheiteln ein 
neues Paar von synunetrischen 
Winkeln. Die n — 2 Punktpaare 
bilden mit den beiden Punkten 
der Achse zwei n-ecke, deren 
Symmetrie durch n — 1 sym- 
metrische Winkelpaare und die 
n — 2 symmetrischen Strecken- 
paare bedingt wird, welche die 
Scheitel jener Winkel verbinden. 
Somit ergiebt sich der Satz: 

Zwei n-ecke sind kongruent, wenn sie in n — 1 
Winkeln und den n — 2 Seiten übereinstimmen, die 
ihre Scheitel verbinden, und jene Winkel und 
Seiten in dem einen Polygon in derselben Ordnung 
aufeinander folgen wie in dem andern. 

Werden zwei kongruente Polygone zur Deckung ge- 
bracht, so werden je zwei sich deckende Punkte oder Strecken 
homolog genannt. Verbindungslinien von homologen Punkten 
sind selbst homolog, ebenso Schnittpunkte von homologen 
Strecken. 

5. Es seien ABCDE... und A'B'G'D'W... zwei 
Polygone von gleicher Seitenzahl (Fig. 165), deren Seiten und 




Fig. 164. 
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Winkel beziehungsweise durdi a, b, c,d, .. ., a', b', c', d',..., 
"> ß> 7> ^> ' • •> o'> ß'> y') y> • . • bezeichnet werden soUen. 

Ist ^ — p und /8 — /?', so folgt: 

ABCc<,A'B'C', 
mithin: 

^CAB^CA'B; ^ACB^A'C'B' und -4^,^-,. 





FiS. 165. 



C CL 

Wenn nun weiter -^ «= — und y =« y' ist, so ergiebt sich: 

C CL 

^^ = y, und < ^CZ) = A'C'D', 
also: 

ACDc>.A' CD', ^^, = j„<ADC'' A'B' C, 

-^DAC^-D'A'C xmd < DAB = D'A'B, 
folglich auch: 

D AB c^ D'A'B' und DCBc^D'CB'. 

H n 

Ist femer — = — und <J = <J', so folgt wieder: 
da 



ADE CS, A'D'E', EDCc^E'D'C, ECBcs^WCB' 



und 



EAB cv> E'A'B'. 
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Man sieht daher ein: wenn die Seiten des einen Poljrgons 
in ihrer natürlichen Reihenfolge den Seiten des andern pro- 
portioniert und die von proportionierten Seiten eii^schlossenen 
Winkel gleich sind, so gehört zu jedem Dreieck, das in dem 
einen Vieleck aus Seiten oder Diagonalen oder Seiten und 
Diagonalen hergestellt wird, ein ahnliches Dreieck in dem 
andern, und zu jeder Reihe von Dreiecken des einen Poly- 
gons eine Reihe von ähnlichen Dreiecken, die in dem andern 
Vieleck in derselben Ordnung aufeinander folgen. Zwei 
solche Polygone heifsen ähnlich. Die Bezeichnung homolog 
wird sinngemäTs von ähnlichen Dreiecken auf ähnliche Viel- 
ecke übertragen. 

Zieht man in jedem von zwei ähnlichen Polygonen die 
Diagonalen von homologen Ecken aus, und bezeichnet man 
die erhaltenen Dreiecke beziehungsweise durch ti, 12, H, ..., 
^19 iit iif • • •» so ist: 

ii i2 H ö* 



also auch: 



ti ts tg a, ^ 



♦1 "t" *8 + *8 + • • • * (^ 



2 



In Worten: 

Ahnliche Polygone verhalten sich wie die 
Quadrate homologer Seiten. 

Übungen zu § 46. 

1. Welche Vielecke haben beziehungsweise 5, 9, 27, 
44, 170, 560, 4850 Diagonalen? 

2. In welchen Vielecken beträgt die Winkelsumme be- 
ziehungsweise 8B, 16JB, 24JB, 60JB? 

3. In wieviel Dreiecke zerfällt ein Polygon durch die 
von einer Ecke ausgehenden Diagonalen? 

4. Zwei Polygone sind kongruent, wenn sie in drei 
aufeinander folgenden Seiten und in den Diagonalen, die 
von den Endpunkten der mittlem Seiten ausgehen, überein- 
stimmen, und jene Seiten und Diagonalen in dem einen 
Polygon in derselben Ordnung aufeinander folgen wie in 
dem andern. 

5. Zwei Polygone sind kongruent, wenn sie in zwei 
Nachbarseiten, in den Diagonalen, die von dem gemeinschaft- 
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liehen Endpunkte dieser Seiten ausgehen^ und in den Winkeln 
übereinstimmen y welche diese Diagonalen unter sich und 
mit jenen Seiten bilden, und jene Seiten, Diagonalen und 
Winkel in dem einen Polygon in derselben Ordnung auf- 
einander folgen wie in dem andern. 

6. Wenn n Gerade sich in einem und demselben Punkte 
schneiden^ und man von diesem Punkte aus auf jeder Ge- 
raden in derselben Richtung oder auf jeder Geraden in ent- 
gegengesetzten Richtungen zwei Strecken abtragt, deren Ver- 
hältnis ffir alle Geraden dasselbe ist, so bestimmen die 
Endpunkte der al^tragenen Strecken ein Paar ähnlicher 
Polygone. 

7. Wenn in ähnUchen Polygonen je zwei homologe 
Seiten parallel sind, so gehen die Verbindungslinien von je 
zwei homologen Ecken durch einen und denselben Punkt. 

8. Zu einem gegebenen Viereck ein ahnliches von 
halbem Inhalte zu zeidbnen. 

9. Ein gegebenes Polygon in die Summe von zwei ihm 
ähnlichen Polygonen zu zerlegen, wenn für zwei homologe 
Seiten der letztem die Summe oder die Differenz vor- 
geschrieben ist, oder wenn das Rechteck von zwei homo- 
logen Seiten der gesuchten Polygone einem gegebenen 
Rechteck gleich ist, oder wenn für zwei homologe Seiten der 
gesuchten Polygone das Verhältnis gegeben ist 

§ 47. Das Viereck. 

1. Sind P und Q die Mittelpunkte der Diagonalen des 
Vierecks AB CD (Fig. 166), so ergeben sich für die Mittel- 
linien DP, BP und PQ der Dreiecke ACD, AGB 
und DBP die Gleichungen: 



^^ 2^2 4 ' ^^ 2^2 4 



und 



;8 



PQ=^^-^ 



DP , BF t* 



2 ' 2 4 

Aus diesen Gleichungen folgt nun: 

« o» + 6« + c» 4- d« — c« — /^ 



PQ = 



§47. Das Viereck. 305 

oder a« + 6« + c2+ eP = c« + ff+4PQ\ 

In Worten: 

Die Summe der Seitenquadrate eines Vierecks 
übertrifft die Summe der Diagonalenquadrate um 
das vierfache Quadrat über dem Abstände der 
Diagonalenmittelpunkte. 

Die Forderung^ dafs ein Viereck ein Parallelogramm 
sei^ ist identisch mit der Forderung^ dafs die Mittelpunkte 
der Diagonalen zusammenfallen; also auch identisch mit der 
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Forderung, dafs die Summe der Seitenquadrate gleich der 
Summe der Diagonalenquadrate sei 

2. Wenn in einem Viereck AB CD zwei Gegenwinkel 
Supplementwinkel sind, so sind es auch die beiden andern 
Gegenwinkel, und jeder Winkel ist gleich dem Aufsenwinkel 
an der Gegenecke. Wird durch die Ecken -4, B und C 
eines solchen Vierecks ein Kreis gelegt (Fig. 167), so ist in 
der Halbebene D der Bogen Ä C der Ort für die Scheitel 
aller Winkel von der Gröfse 2R — /8, deren Schenkel be 
ziehungsweise durch Ä und C gehen. Auf diesem Bogen 
liegt (kher der Punkt 2). In Worten: 

Pflleger, Blementore Planimetrie. 20 
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Jedem Viereck, in dem ein Winkel gleich dem 
Aufsenwinkel an der Gegenecke ist, kann ein 
Kreis umgeschrieben werden. 

Umgekehrt ist in jedem Sehnenviereck eines 
Kreises jeder Winkel gleich dem Aufsenwinkel an 
der Gegenecke. 

3. Da der Inhalt eines Dreiecks durch die Seiten aus- 
gedruckt werden kann und man das Dreieck als ein Kreis- 
viereck betrachten kann, in dem eine Seite unendlich klein 
ist, so liegt die Vermutung nahe, dafs der Inhalt eines 





Fig. 168. 



Kreisvierecks sich durch die Seiten in ähnlicher Weise aus- 
drücken läfst wie der Inhalt des Dreiecks. 

Der allgemeine pythagoreische Lehrsatz ergiebt für die 
Diagonale BD des Sehnenvierecks AB CD (1%. 168): 

/«- a«+ d«+ 2a . ÄP^V+c^ — 26 -CQ, 

also folgt: 

2(a ' AP +h ' CQ) ^b^ + (^ — a^ — dK 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke CQD und APD ergiebt 
sich weiter: 

AP ^ CQ a-AP ^ LCQ _ 2(a ^ AP+h • CQ) 
de ad bc ~^ 2ad + 2bc ' 
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fbiglich: 

d " c ^ 2ad + 2bc 

Wird jedes der drei gleichen Verhaltnisse zu der Zahl 1 
addiert und von der Zahl 1 subtrahiert, so erhält man 
folgende Gleichungen: 

d+AP _ c+ CQ _ (h + cf —(a — df 
d '^ c '^ 2ad + 2bc 

__(b + € + a — d)(h + c — a + d) 

~~ 2ad+2bc 

und 

d — AP c—CQ (a + d)2— (6 — c)8 

d c 2ad + 2hc 

_ (a + d + b — c) (a + d — b + c) 

"" 2ad+2bc 

Setzt man 

a + 6 + c + d = 25, 
also 

a + 6 + c — d=2(s — d) 

U.S.W., so ergiebt sich durch Multiplikation obiger Gleichungen: 



-2 



d*—AP _ i^-'CQ _ 4(5 — g) (5 — b) {s — c){s — d) 

d« ~ c2 ~ {ad+bcY 

oder 

DP _T>Q _ 2'i(s^a)(s^b){s — c){s — d) 

d '^ c ^ ad+bc 

Es ist aber: 

DP DQ^ aPP b' DQ ^ 2J 

d ^ c ad bc '~^ ad + bc^ 

folglich : 

J'= y(s — g) (s -- b) {s ^c)(s — d). 

Setzt man d ^0, so geht das Viereck in ein Dreieck über, 
und der gefundene Ausdruck in die Inhaltsformel fiir das 
Dreieck. 

4, Da im Sehnen viereck AB CD jeder Winkel gleich 
dem Aufsenwinkel an der Gegenecke ist, so erhält man ähn- 

20* 
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liehe Dreiecke, wenn in 2) an DA der Winkel BDC an- 
f^tragen wird (Fig. 169), nämlich: 

FBA ~ BD C. 

Aus ihnen ergiebt sich: 

^F d , .XT M 

-^— = -, also AF= — . 

c c 

Sind die Seiten des Sehnenvierecks vorgeschrieben, so 
ist AF konstruierbar; mithin auch die Punkte A, B und F 




Fig. 169. 

und je ein Ort für die Punkte C und D. Es ist aber auch: 

PF _d 
DB^ c' 

folglich ist für den Punkt D das Verhältnis der Abstände 
von zwei festen Punkten vorgeschrieben und ein zweiter 
Ort für D bekannt, nämlich ein Apollonischer Kreis des 
Dreiecks BDF. Schliefslich giebt <fie Bedingung CD = c 
einen zweiten Ort für C. Das Sehnenviereck ist somit aus 
seinen Seiten konstruierbar. 

5. Wird in dem Sehnenviereck AB CD der Winkel 
DCE gleich BCA angenommen (Fig. 170), so sind die 
Dreiecke D CE und A CB wegen der Gleichheit der Winkel 
CDB und CAB ähnlich, somit ist: 

DE * e = ac. 
Andererseits ist aber auch: 

EBCc^DAC, also EB^e^hd. 
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Ans beiden Gleichungen folgt: 

(DJE+EEj-e^^ac + bd oder ef=ac + bd. 
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In Worten: Das Rechteck ans den Diagonalen eines 
Sehnenvierecks ist gleich der Summe der Recht- 
ecke aus den Gegenseiten. (Lehrsatz des Ptolemäus.) 
6. Sei AB CD ein beUebiges Viereck (Fig. 171). 




Flg. 171. 

Zieht man die Strahlen CExmd DE so, dafs <ECD 
= BCä und < ED C= BÄ C wird, so folgt: 

DCEc^ACB, 

also DE 



a 



^=^ und BJE^^. 
e e 
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Aus der Gleichheit der Winkel D CJE und Ä CB folgt, 
dals auch < D CA «-« B CE ist Beracksichtigt man nun 

CE c . . - . 

die obige Proportion: -^r- =« — , so ergiebt sich die Ähnlich- 
keit der Dreiecke D CA und ECB, woraus dann wieder folgt: 

^»A und 5^.^. 

de e 

Zwischen den Seiten des Dreiecks BDE besteht non 
die Beziehung: 

BE+DE>BD, 

also erhalt man unter Benutzung der ffir BE und DE 
gefundenen Ausdrücke: 

1 > /*, oder: ac + bd> ef. 

e e 

So ergiebt sich der Satz: 

Im Viereck ist das Rechteck aus den Diagonalen 
nie grösser als die Summe der Rechtecke aus den 
Gegenseiten. 

Damit der Ptolemäische Lehrsatz für ein Viereck zu- 
treffe, genügt es, dafs DE+BE^BD sei, dafs also E 
auf BD liege. In diesem Falle ist aber < BD C^BACj 
also das betrachtete Viereck ein Sehnenviereck. 

7. In einem Kreise wird die Lange eines Bogens durch 
die Länge der zugehörigen Sehne eindeutig bestinunt. Wenn 
daher die vier Sehnen a, &, c, ä in der gegebenen Reihen- 
folge ein Sehnenviereck bestimmen, so müssen sie bei jeder 
Reihenfolge die Seiten eines solchen bilden. Da nun zu 
der Seite a jede der drei andern als Gegenseite gedacht 
werden kann, und zwei entgegengesetzte Reihenfolgen das- 
selbe Viereck ergeben, so kann es aufser dem ursprüng- 
lichen Sehnen Viereck nur noch zwei andere geben: entweder 
ist h oder d die Gegenseite von A. Man erhalt das eine, 
wenn man durch C die Parallele zn BD (Fig. 172), das andere, 
wenn man durch D die Parallele zu AC zieht und den jedes- 
maligen Schnittpunkt der Parallele und des Kreises an die 
Stelle der genannten £cke treten läfst. 

Jedes der beiden Vierecke AB CD und AB CD' hat 
mit dem gegebenen eine Diagonale gemein; aufserdem stimmen 
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beide Vierecke wegen der Kongmenz der Dreieoke ADC und 
B CD' in den Diagonalen A C und BD' überein (AD « CD'\ 
D C'==B C;^C'DA = B CD'). PolgKch gehören zu je drei 
Sehnen Vierecken deeselben Kreises i die sich nur duroh die 



/ 



/ 



/ 



---.'Cc' 



/ 



/ 




'•-... 



Flg. 17t. 

Reihenfolge der Seiten unterscheideui drei Diagonalen e^ f 
und g. 

Wendet man den Ptolemaischen Lehrsatz auf jedes der 
drei Vierecke an, so erhalt man: 

ef =^ac + hdy fg^ab + cdy eg^ad + bc, 

also auch: 

6 ad + bc g ab + cd 

und f^ ab + cd^ e'^ ac + bd^ 



c« = 



{ad + bc) {ac + b d) ^^ __ {ac + bd) (ab + cd) 
ab + cd ""' ' ad+bc ' 



i2 



r- 



(ab + cd) (ad + bc) 
ac + bd 
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Die Herstellung des zweiten und des dritten Vierecks 
aus dem ersten lehrt aulserdem, dafs^alle drei gleich sind. 

8. Die Mafszahl für den Inhalt emes Dreiecks ist gleich 
dem Quotient aus dem Ph)dukte der MaTszahlen seiner 
Seiten und der vierfachen Marswih] des Radius seines 
Umkreises. 

¥&r die Dreieckci die durch die Diagonalen des Kreis- 




Fig. 178. 



Vierecks A B CD bestimmt werden, eigiebt sich daher (Fig. 173): 

ABC^^-^, ADC^'-^, BCD^^-f, BAD^^. 

4r 4r 4r Ar 

Da sowohl die Summe der beiden ersten Dreiecke als 
auch die Summe der beiden letzten gleich dem Inhalte i des 
Sehnenvierecks ist, so folgt weiter: 



a / 

i^j-(ab + cd) und t = ^(6c + ad), 



•2 __ ef (ab + cd) (bc + ad) ^ (ac + bd) {ab + cd) {bc + ad) 



also: 



16r» 



und schliefslioh: 



^ 16r« ' 

efg 



16 r« 
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9. AB CD sei ein aus vier Tangenten eines Kreises 
gebildetes Viereck. 

Sind A'y B% C und D' die Berührungspunkte der 
Tangenten (Fig. 174), so ist: 
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AB = ^2)'+ BB' und DG^ DD'+ CB% 
folglich auch: 
AB + DC^ AD' + DD'+ BB'+ CB'= AD + BC. 

Wenn umgekehrt in einem Viereck AB CD die Summe 
zweier Gegenseiten gleich der Summe der beiden andern 
ist, und ein Kreis gezeichnet wird, der die Seiten ADf 
AB und BC berührt (Fig. 175), so mufs von drei Fällen 
der eine eintreten: entweder berührt CD diesen Kreis, oder 
CD schneidet den Kreis, oder CD hat keinen Punkt mit 
dem Kreise gemein. 

Träte der zweite Fall ein, so könnte man von dem 
Punkte D aus, der als Punkt einer Tangente aufserhalb 
des Kreises liegt, an diesen die Tangente DX ziehen. 
Dann würde folgen: 

AB + DX = AD + BX. 

Da aber nach Voraussetzung 

AB + DC=^AD + BC 
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ist 9 80 würde »ich aus beiden Gleichungen die folgende 
ergeben: 

DX — DC^BX — BC oder DX—DC=^GX. 
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In dem Dreieck DCX kann aber die Differenz zweier 
Seiten nicht gleich der dritten Seite sein. 

In ähnlicher Weise wird gezeigt, dafs auch die dritte 
Annahme nicht zutreffen kann. Somit eigeben sich die 
Sätze: 

Im Tangentenviereck ist die Summe zweier 
Gegenseiten gleich der Summe der beiden andern. 

Wenn in einem Viereck die Summe zweier 
Gegenseiten gleich der Summe der beiden andern 
ist, so kann dem Viereck ein Kreis eingeschrieben 
werden. 

Übungen zu § 47. 

1. Für welche Vierecke, die in den Diagonalen überein- 
stimmen, ist die Summe der Seitenquadrate am kleinsten? 

2. Ein Parallelogramm zu zeichnen, wenn man die 
Summe der Seitenquadrate, das Rechteck aus den Diagonalen 
und einen Winkel kennt. 
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3. Ein Parallel(^;ramm aus der Summe der Diagonalen- 
quadrate, dem Winkel der Diagonalen und dem Verhältnis 
zweier Nachbarseiten zu konstruieren. 

4. Wird ein beliebiger Punkt im Innern eines Parallelo- 
granuns mit den Ecken verbunden, so giebt es stets ein 
Viereck, dessen Diagonalen den Seiten des Parallelogramms, 
und dessen Seiten den Abstanden jenes Punktes von den 
£cken des Parallelogramms beziehungsweise gleich sind. 

5. Die Mittelpunkte der Diagonalen eines Vierecks 
bestimmen ein Parallelogramm mit je zwei Mittelpunkten 
von G^enseiten des Vierecks. 

6. Ein Viereck aus den Diagonalen, ihrem Winkel und 
zwei Seiten zu zeichnen. 

7. Ein Viereck aus den Seiten und dem Abstände der 
Diagonalenmittelpunkte zu konstruieren. 

8. Ein Viereck aus der Smnme (Differenz) der Quadrate 
von je zwei Gegenseiten, den von je zwei G^enseiten be- 
stimmten Winkeln und dem Abstände der Diagonalen- 
mittelpunkte zu konstruieren. 

9. Ein Viereck aus zwei Gegenseiten, den beiden Dia- 
gonalen und dem Abstände der Diagonalenmittelpunkte zu 
zeichnen. 

10. Ein Viereck aus zwei Nachbarseiten, den Diagonalen 
und dem Flächeninhalte zu zeichnen. 

11. Die Dreiecke, in welche ein Sehnen viereck durch 
eine Diagonale geteilt wird, verhalten sich wie die Rechtecke 
aus den Seiten, welche mit der Diagonale jene Dreiecke 
begrenzen. 

12. Wenn für ein Sehnenviereck das Verhältnis der 
Seiten gegeben ist, wie verhalten sich dann je zwei Dreiecke, 
in die das Sehnen viereck durch eine Diagonale zerlegt wird? 

13. Ein Sehnenviereck zu zeichnen aus einer Seite, 
einer Diagonale, dem Winkel der Diagonalen und dem Ver- 
hältnis der Dreiecke, in welche das Viereck durch die nicht 
gegebene Diagonale geteilt wird. 

14. Ein Sehnenviereck aus dem Verhältnis zweier 
Nachbarseiten, der ihre Endpunkte verbindenden Diagonale, 
dem Verhältnis, in welchem das Sehnenviereck durch diese 
Diagonale geteilt wird, und dem Flächeninhalte zu 
konstruieren. 
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15. Ein Sehnenviereck aus dem Badius seines Umkreises, 
seinen Diagonalen und dem Verhältnis des Rechtecks aus 
zwei Nachbarseiten zu dem Rechteck der beiden andern 
Seiten. 

16. Einem gegebenen Ejreise sollen drei in den Seiten 
übereinstimmende Sehnenvierecke eingeschrieben werden, 
wenn ihre Diagonalen gegeben sind. 

17. Drei in den Seiten und in dem Umkreise überein- 
stimmende Sehnenvierecke zu zeichnen, wenn ihr Inhalt 
und ihre Diagonalen gegeben sind. 

18. Mit Hilfe des Ptolemaischen Lehrsatzes soll für 
das Dreieck die Beziehung abc » 4tri abgeleitet werden. 
(Wenn das Sehnenviereck in ein Dreieck übeigeht, so wird 
efg = ahc.) 

19. Sind die Seiten eines Sehnenvierecks den Seiten 
eines zweiten in ihrer gegebenen Reihenfolge proportioniert, 
so sind auch die Diagonalen des einen denen des andern 
proportioniert. 

20. Den Inhalt eines Tangentenvierecks durch die 
Summe zweier Gegenseiten und den Radius seines Inkreises 
auszudrücken. 

21. Ein Tangentenviereck aus einem Winkel, dem Ver- 
hältnis seiner Anseiten, der Summe derselben und dem 
Verhältnis der beiden andern Seiten zu zeichnen. 

22. Ein Tangentenviereck zu zeichnen aus einem Winkel, 
dem Flächeninhalte, dem Radius seines Inkreises und dem 
Verhältnis oder der Differenz eines Paares Gegenseiten. 

§ 48. Die regelmäfsigen Tielecke. 

1. Ein gleichseitiges und gleichwinkeliges Vieleck heilst 
regelmäfsig. 

Vier aufeinander folgende Ecken Ä, B, C und D eines 
regelmässigen Polygons bestimmen eine Figur, die bezüglich 
der Mittelsenkrechten g der mittlem Seite B C symmetrisch 
ist (Fig. 176). Die Gerade g ist aber auch eine Achse für den 
Kreis, der durch A, B und C geht; folglich sind die Schnitt- 
punkte dieses Kreises mit den Geraden CD und AB be- 
ziehungsweise sjonmetrisch. Da nun D der zu A symmetrische 
Punkt ist, so geht der Kreis durch D; Der durch drei auf- 
einander folgende Ecken eines regelmäfsigen Vielecks be- 
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stimmte Kreis geht also durch die benachbarte vierte Ecke, 
mithin durch idle folgenden. 

Ist M der Mittelpunkt des Umkreises eines regel- 
maTsigen Vielecks, so können die Seiten desselben als gleiche 
Sehnen des Kreises M betrachtet werden. Sie haben also 
von M gleiche Abstände und berühren daher einen Kreis 
umi M. Jedes regelmäfsige Polygon hat demnach einen 
Inkreis, der mit dem Umkreise konzentrisch ist. Wie beim 





Fig. 176. 



ng. 177. 



Dreieck sollen die Radien dieser Kreise mit r und q be- 
zeichnet werden. 

2. Ist eine Kreislinie in n gleiche Teile geteilt, so ist 
das durch die Teilpunkte bestimmte Polygon gleichseitig. 
Durch Drehung der Ebene um den Mittelpunkt des gegebenen 
Kreises kann man irgend drei aufeinander folgende Ecken 
des Polygons mit irgend drei andern aufeinander folgenden 
zur Deckung bringen. Das betrachtete Polygon ist also 
auch gleichwinkelig. 

Werden in den Teilpunkten der Kreislinie die Tangenten 
gezogen (Fig. 177), so ist die durch drei aufeinander folgende 
Tangenten gebildete Figur symmetiisch bezuglich des Durch- 
messers, der durch den Berührungspunkt der mittlem geht. 
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Folglich sind je zwei Nachbarwinkel des Vielecks gleich, 
und dieses ist gleichwinkelig. Femer ergiebt sich aus der 
Symmetrie, dais jede Seite durch ihren Berührungspunkt 
halbiert wird. Somit ist jede Hälfte einer Seite der Hälfte 
der Nachbarseite gleich, und das Vieleck ist auch gleich- 
seitig, also regplmäfsig. 

Die Au%abe, ein regelmäfsiges n-eck zu zeichnen, ist 
also identisch mit der folgenden: einen gegebenen Kreis in 
n gleiche Teile zu teilen. 

3. Wenn man die Ecken eines regelmäfsigen Polygons 
mit dem Mittelpunkte seines Umkreises verbindet, so zer- 
fallt das Vieleck in ebensoviel 
kongruente gleichschenkelige Drei- 
ecke, als es Seiten hat. Da das 
Polygon durch jedes dieser Drei- 
ecke bestimmt wird, so heifst 
jedes solche Dreieck ein Be- 
stimmungsdreieck des Poly- 
gons (Fig. 178). 

Ist von einem regelmäfsigen 
Polygon die SeitenzaU gegeben, 
so sind auch die Winkel seines 
Bestimmungsdreiecks vorge- 

schrieben; der Winkel an der 

Spitze ist nämlich — , und aus 

diesem kann jeder Basiswinkel berechnet werden. Das 
Bestimmungsdreieck ist somit bestimmt, wenn man aufser 
der Seitenzahl des Polygons entweder den Radius des 
Umkreises oder den Radius des Inkreises oder die Seite 
des Polygons kennt. Daraus ergeben sich die Au%aben: 
einem gegebenen Kreise ein regelmafsiges n-eck einzu- 
schreiben, einem gegebenen Kreise ein regelmälsiges n-eck 
umzuschreiben, ein regelmafsiges n-eck aus einer Seite zu 
konstruieren. 

Da die Ecken eines eingeschriebenen regelmäfsigen 
n-ecks die Berührungspunkte der Seiten eines um- 
geschriebenen regelmäisigen Polygons von gleicher Seiten- 
zahl sind, so ist die zweite Aufgabe auf die erste zurück- 
gefiihrt. 
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4. Die Aufgaben sind ohne weiteres lösbar, wenn der 

3gQ0 

Winkel mit Hilfe des Zirkels und des Lineales ge- 

zeichnet werden kann, was zunächst nur för die Fälle n =» 3^ 
» =« 4, n = 6 möglich ist 

Ist nun einem Kreise ein regelmäfsiges Vieleck von 
der Seitenzahl n eingeschrieben, so wird die Kreislinie durch 
die Ecken des Polygons und durch die Mittelsenkrechten 
seiner Seiten in 2n gleiche Teile geteilt; folglich kann aus 
je einem eingeschriebenen Polygon sowohl das ein- als auch 
das umgeschriebene Polygon von doppelter Seitenzahl er- 
halten werden. Da man aber von dem 2n-eck zu dem 
4n-eck in derselben Weise übergehen kann, so ergiebt sich: 
ist das r^elmäfsige n-eck konstruierbar, so kann auch jedes 
regelmäfsige Polygon gezeichnet werden, dessen Seitenzahl 
das n -fache einer Poteoz von 2 ist 

Ist n eine gerade Zahl, so kann auch aus dem ein- 
geschriebenen n-eck sowohl das ein- als auch das um- 
geschriebene regelmäfsige Polygon 
von halber Seitenzahl hergestellt 
werden. 

5. Ist ABM das Bestimmungs- 
dreieck des regelmäfsigen Zehnecks 
im Kreise Jf, so ist < AMB =- 36«, 
jeder Basiswinkel des Dreiecks 
gleich 72 ^ also doppelt so grofs 
(Fig. 179). 

Wenn nun AC den Winkel 
MAB halbiert, so sind auch die 
Dreiecke MAC und BGA gleich- ^*' "*' 

schenkelig, mithin: 

AB^AG^MC. 
Aul'serdem ist aber: 

BGAcs, ABM, also: XjB'= r-BG, 

oder, wenn man die Seite des Zehnecks durch s bezeichnet: 

s» « r (r — s). 

Die Seite des eingeschriebenen regelmäfsigen Zehnecks ist 
also gleich dem gröisem Abschnitte des nach dem goldenen 
Schnitte geteilten Radius. 
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Aus dem Zehneck kann auch das Fünfeck erhalten werden. 

Die Konstruktion der Zehneckseite eigiebt auch die 
Konstruktion eines Winkels von 36^ mit Hufe des Zirkels 
und des Lineales. 

6. Ist AB die Seite des Sechsecks (Fig. 180), Ä C die 
des 2iehnecks im Kreise M, so ist: 

< BMC - 600 — 36«= 240. 

Mithin ist BC die Seite des eingeschriebenen regelmäfsigen 
Fünfzehnecks. 

7. Im Kreise vom Radius r soll die Seite des ein- 
geschriebenen regelmäfsigen n-ecks durch s^, der Radius 





seines Inkreises durch q^, sein Umfang durch u», sein In- 
halt durch in bezeichnet werden. Es ist dann: 



Un 



l/ Sn^ 1 1 

Da die Bestimmimgsdreiecke von irgend zwei regel- 
mäfsigen Polygonen gleicher Seitenzahl in den Winkeln über- 
einstimmen^ so sind auch die Bestimmungsdreiecke des ein- und 
des umgeschriebenen n-ecks einander ähnlich (Fig. 181). Be- 
zeichnet man Seite^ Umfang und Inhalt des umgeschriebenen 
n-ecks beziehungsweise durch S„, ün und Jn, und berück- 
sichtigt man, dafs für jedes umgeschriebene Polygon der 
Radius des Inkreises gleich r ist^ so erhält man die Beziehung: 

Un nSn 



Un 



ns^ 



== — , also: ün = —Un und Jn = -7~ 

Qu Qn 2 
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Für die em£acheni regelm&fsigen Vielecke ergeben sich 
folgende Werte: 



►8 



^ 



s^-r}^ 



S6 = r 



Qs — 






S-io — 



i(y5-i) 

3r« 



»8 
»4 

»6 

»10 



=^y3 



4 
3r» 



= ^ß 



2 

5r« 



610-^^10 + 21/5 

frs = 6ry3 
J7^=8r 
ir, = 4ry3 



«4, — 3r|^ 
«4 — 4r}^ 

«,o-5r(y5-l) 

Jg=3r*ß 
J4 = 4r» 
J"e = 2r«y3 



=,£Ll'io_2y5 ü,o-4r/25 — lOVö Ji«- 2r»V'25-lÖyf 

4 

Zu den Oröfsen des Fünfecks führt folgende Uberl^ung: 
Wenn ABM das Bestimmungsdreieck des Zehnecks ist 
(P^. 182), so ist: 

^ MAB =^12^. 

Beschreibt man um A den 
Kreis mit dem Radius r, der 
AB in C schneidet, so ist 
MC die Seite des regel- 
mafsigen Fünfecks im Kreise 
vom Radius r. Wird nun 
durch C die Tangente CD 
an den Kreis gelegt, so ist: 1 

Ö5*= CB . CA. 
Es ist aber auch: 



AB^- CB . CA, 
folglich: 

CD'='AB. 

Pf lieg ar, Blementare Pluilmatrie. 




Flg. 182. 



21 
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ist die Seite des Ffinfeoke die Hypotenuse eines 
reohtwinkeliffen Dreiecks CDM, dessen Katheten der Seite 
des FM^elmiüsigen Sechsecks und der Seite des r^ehnaisigen 
Zehnedm beaäungsweise gleich sind. Also erhalt man: 

55=^Kio-2y6 ft-i(i+y5) ti,=y/io-2y5 



5H, 



i5=^/l0 + 2y5 Us^lOry5^2ß Ji = 6H/5-2y5. 

Die Seite des regelmälsigen Tün&ehnecks wird auf 

folgende Weise erhalten: 

Ist AB die Seite des Sechs- 
ecks (Fig. 183), ÄC die des Zehn- 
ecks, so ist JSC die Seite des 
Fünfsehnecks. 

Der Durchmesser Aufschneidet 
den Kreis in einem Punkte D, 
der mit Ä, B und C ein Kreis- 
viereck bestimmt. Es ist also: 

ÄD'BC + AC^BD 
^AB^CD 




oder 



folglich: 



oder 



2r«i5 + hoUr^-s\ = s^^r'— 



*10j 



2r.„+^(yö-i)=^/ro+2y5 
»16 = J [y'iöTiW + yä - ^] 



«16 = ^ [Kio + 2 ys + yä - yiö] 



h6 = ^^7 + y5-V30 + 6y5. 
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8. Die Au^be^ mit gegebener Seite ein regelmälkiges 
Vieleck von gegebener Seitenzahl zu zeichnen^ kann für alle 
Vielecke gelöst werden, für die eine Beziehung zwischen 
der Seite und dem Radius des Umkreises gefunden wurde. 

So folgt z. B. aus »5= öf 10 — 2^5 für den Radius des 
Umkreises: ^ 

""^ 10~ ' 

Schreibt man den Ausdruck in folgender Form: 



=/ 



^ • (5«5 + Ph • h) , 



so kann sofort abtrelesen werden, wie aus der getrebenen Fünfeck- 
Seite der RadiuTdes Umkreises konstruiert weiden kann. 




Fig. 184. 



9. Ist J.jl? die Seite des regelmafsigen n-ecks (Fig. 184), 
so bestimmt die Mittelsenkrechte von AB auf dem Kreise 
eine Ecke des regelmafsigen 2n-ecks. Fallt man das Lot 
ME auf AC und das Lot EF auf MC, so ist (§ 37, 3): 



2 



^|„ = r • FM. 



81* 
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Nun ist aber: 



r(r + Qn) 



FM^e. + '^^'^, also: ß..-]/ 

Andererseits ist aber auch: 

A CD CS, MEC, 
folglioh: 

AC • EM= r • AD oder s«« • ^h = -— 0-^ , 
also: rSn <, ru^ 

Die Gleichungen für ^2» und 11«» genC^en^ um aus jedem 
regelmäfsigen Vieleck das r^elmäfsige Vieleck doppelter 
Seitenzahl zu berechnen. Man kann aber auch Gleichungen 
ableiten, in denen die Umfange, beziehungsweise die Inhalte, 
allein vorkommen« 

Wir gehen von den bekannten Gleichungen aus (Nr. 7 u. 9): 

Durch Multiplikation der beiden letzten Gleichungen er- 
halt man: 2 * rr 

Da aber qI^ = ^ T ist, so folgt weiter: 
Somit ergiebt sich: 

TT ^ "4" Qn TT 

rUn = QuUh= Qin Win = q Ü2uf 

oder in Form einer Proportion: 

^ _ Qn __ Q%n ^ f+Q 



2 



n 
1 



Mn Un ihn Utn 

Nach dem Hauptsatze der Proportionslehre folgt hieraus: 

r+Qn ^+ön^i,. , 2 11 



w» Ü„ Ui 



2n 
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Andererseits ist aber das Quadrat irgend eines der 
gleichen YerhaltniBse einer Proportion gleich dem Produkte 
von zwei andern^ also: 

r(r + Qn) 

Aus dem Umfange irgend eines regehnafsigen Polygons 
kann man also die Umfange des ein- und des umgeschriebenen 
Polygons doppelter Seitenzahl für denselben Kreis berechnen. 

Ahnliche Gleichungen können für die Inhalte der in Bede 
stehenden Polygone abgeleitet werden. Durch Multiplikation 
mit ^M ergiebt sich aus der Gleichung titn ^sn = f^ die 
lolfifende * 

* Qn thn Q2n = rUn Qn odcr ^h hn = ^1» • 

Da regelmiirsige Polygone gleicher Seitenzahl ähnlich sind^ 
ist weiter: «. « 2 • 2 

r in = QnJn «ud V izn =■ QtnJtn • 

Durch EUmination von i^,, aus der letzten und der dritt- 
letzten Gleichung erhalt man: 

27- 8 • 

Qn Qtn «/«ii = ^ »„ . 

Aber es ist: 

2 ^(r+Qn) X 1 T U Qn{^ + Qn) y 2 • 

Qln= 2 ' folghch: 2 •^*~ = ^ *» • 

Somit ergiebt sich die fortlaufende Gleichung: 

* «M — ön «/n = ^ Qn hn = K •'*" 

oder in Form einer Proportion: 



1 


2 

Qn 

1 


TQn 
1 


Qn (r + Qn) 


in 


Jn 


kn 



Hieraus folgt aber wieder: 

Ql + TQn _ Qn(r'\'Qn) ,_^ ^' g' _ ^^ g« 

1 . 1 " ~n 1 1 " 1 ' 



+ T 
Jn *2n J%n *n Jn H 



n 
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daher auch: 

-;— = 1/ — f- und -Y— = -y- + -7— . 

Sind demnach die Inhalte eines ein- und eines um- 
geschriebenen regehnäTsigen Vielecks von gleicher Seiten- 
zahl bekannt; so können auch die Inhalte des ein- und des 
umgeschriebenen Polygons von doppelter Seitenzahl ohne 
jede Hilfsgröfse berechnet werden. 

10. Zur Berechnung der Diagonalen eines regelmafsigen 
Vielecks gelangt man entweder durch den Ptolemaischen 
Lehrsatz raer durch geometrische Betrachtungen. 

Ist z.B. ÄBCDE ein regelmafsiges Fünfeck im Kreise 
vom Radius r, so können je zwei Diagonalen als Grund- 
linien von zwei kongruenten gleichschenkeligen Dreiecken 
betrachtet werden; die Diagonalen des Fünfecks sind also 
gleich. Ist F der Schnittpunkt der Diagonalen AC und 
BD, so ergiebt die Betrachtung der Winkel der Drei- 
ecke BDC und BCF die Ähnlichkeit derselben. Wenn 
die Diagonale durch d, die Seite durch 8 bezeichnet wird, 
so erhält man also: 

und für die Diagonale: 

d=^ho + 2y5. 

Die Seite wird aus der Diagonale durch Teilung nach dem 
goldenen Schnitte erhalten. 

11. Man denke sich eine Kreislinie in n gleiche Teile 
geteilt und bei einem ersten Umlaufe um den Kreis die Teil- 
punkte in ihrer natürlichen Reihenfolge mit den Nummern 
0^ 1, 2^ . . ., n — 1 versehen (Fig. 185). Die Numerierung soll 
bei einem zweiten Umlaufe in der Weise fortgesetzt werden, 
dafs dem Punkte Nr. die Nummer n, dem Punkte Nr. 1 
die Nummer w + 1 u. s. w., dem Punkte Nr. h die Nummer 
n + k zugewiesen wird. Setzt man die Umläufe ohne Elnde 
fort, so werden alle Nummern, die Vielfache von n sind, 
dem Punkte Nr. 0, alle Nummern, die um Je gröfser als ein 
Vielfaches von n sind, dem Pimkte Nr. k zu£Edlen. Irgend 
zwei Nummern, die zu demselben Punkte gehören, werden 
sich um ein Vielfaches von n unterscheiden, und zwei Num- 
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mern^ deren Differenz kein Vielfaches von n ist, werden 
verschiedene Punkte bezeichnen. 

Sei p eine beliebige ganze Zahl^ die kleiner als n ist. 
Man verbinde ) von dem Punkte Nr. ausgehend^ ^ alle 
Punkte^ deren Nununer ein Vielfaches von p ist, jeden mit 
dem folgenden. Die gedachten Punkte tragen die Nummern 
0, p, 2p, 3p, 4:p ... 

Sind n und p teilerfremd , so ist in der Zahlenreihe 0, 
p, 2p, 3p ... die (n -f 1)^ Zahl^ nämlich die Zahl np, die 
erste, die ein Vielfaches von n ist. Der Punkt Nr. np 




Fig. 186. 

ist also unter den verbundenen Punkten der erste , der mit 
dem Punkte Nr. identisch ist Greift man unter den 
Zahlen 0, p, 2p ... (n — l)p irgend zwei heraus, so ist 
ihre Differenz kein Vielfaches von n; sie sind also Nmnmem 
von verschiedenen Punkten. Da nun die Anzahl der ge- 
nannten Zahlen gleich n ist, so ist jeder Teüpunkt der 
Kreislinie mit zwei andern verbunden, und die Gesamtheit 
dieser Verbindungslinien bildet eine in sich zurficklaufende 
gebrochene Linie. 

Die erhaltene gebrochene Linie kann von der Nr. 
aus auch in umgekehrter Eichtung durchlaufen werden; man 
erhalt also eine mit der frühem identische gebrochene 
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Linie, wenn man bei dem beschriebenen Yer&liren die 
Zahl p durch die Zahl n — p ersetzt Die Anzahl aller 
gebrodienen Linien, die man mit n Punkten erhalten kann, 
ist ^also halb so grofs wie die Anzahl der ganzen Zahlen 
unteriialb n, die mit n keinen Faktor gemein haben. 

Ln Falle p » 1, also auch im Falle p^n — 1, eriialt 
man ein regelmfiisiges n-eck. Ist p von 1 verschieden, so 
ist np > n, und der Punkt Nr. wird nicht schon mit dem 
ersten Umlaufe erreicht In diesem Falle entsteht eine 
sternförmige Figur mit n Ecken, ein n-eckiger oder n-sd.tiger 
Stern. Die Seiten des Sternes sind Diagonalen des regel- 
mäfsigen n-ecks und können als solche berechnet werden. 

Wenn p ein Divisor von n, etwa n==pSj ist, so können 
die Nummern der verbundenen Ecken auch durch die 

folgenden Zahlen bezeichnet werden: 0, — , — , — ... 

s s s 

Ein Blick auf diese Zahlenreihe lehrt, dafs das (s -f 1)^ Glied, 

nämlich die Zahl — , das erste Vielfache von n in der Seihe 

s 

ist Der dieser Nummer entsprechende Punkt ist somit 
der erste, der mit dem Punkte Nr. identisch ist, und die 
Ecke Nr. wird schon bei dem ersten Umlaufe erreicht 
Da die Anzahl 8 der vorhergehenden Nummern kleiner als 
n ist, so bleiben n — s Teilpunkte der Kreislinie un- 
verbunden. Die erhaltene gebrochene Linie bestimmt ein 
regelmäfsiges 9 -eck. 

Wenn die Zahlen p und n den gröi'sten gemeinschaft- 
lichen Divisor D haben, also n^ Dv und p = Dsi ist, so 
sind V und jz teilerfremd, und die Nummern der verbundenen 
Teilpunkte können durch folgende Ausdrücke bezeichnet 

werden: 

0, IJjz, 2lJjZf oDn . . . 

Dann ist die (v + 1)^ Zahl der Beihe, nämlich vBny das 
erste Vielfache von n in der Reihe; der entsprechende Teil- 
punkt ist identisch mit dem Punkte Nr. 0. Von den 
V Punkten, die die vorhergehenden Nummern tragen, sind 
keine zwei identisch, da för keine zwei die Differenz der 
Nummerü ein Vielfaches von n ist Die Anzahl der un- 
verbundenen Ecken ist n — v. Da vDn > n ist, so wird 
die E^ke Nr. nicht mit dem ersten Umlaufe erreicht Es 
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können nun zwei Falle eintreten: entweder wird keine Ver- 
bindungslinie von einer andern geschnitten^ dann begrenzt 
die erhaltene gebrochene Linie ein regelmäfsiges v-eck^ oder 
die gebrochene Linie bestimmt einen v-eckigen Stern. 



Übungen zu § 48. 

1. Je drei aufeinander folgende Seiten eines regel- 
mSfsigen Polygons bestimmen ein Trapez. 

2. Die Umkreise von zwei regelmafsigen Vielecken 
gleicher Seitenzahl^ von denen das eine dem andern ein- 
geschrieben ist, sind konzentrisch. 

3. Jeder Kreis, welcher mit dem Umkreise eines regel- 
malsificen Vielecks konzentrisch ist und dessen Seiten 
sehntet, bestimmt auf diesen die Ecken von zwei 
regelmafsigen Polygonen, die einander kongruent sind 
und mit dem gegebenen Vieleck in der Seitenzahl über- 
einstimmen. 

4. Einem gegebenen Kreise ein regelmäfsiges Vieleck 
von der Seitenzahl 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 20 ein- und 
umzuschreiben, und von jedem dieser Polygone den Umfang, 
den Inhalt und die Diagonalen zu berechnen. 

5. Mit gegebener Seite ein regelmäfsiges 5-eck, 6-eck, 
8-eck, 10-eck, 12-eck, 16-eck, 20-eck zu zeichnen. 

6. Einem gegebenen regelmafsigen Dreieck, Viereck, 
Sechseck, Achteck, Zehneck ein regehnälsiges Polygon von 
gleicher Seitenzahl und gegebener Seite einzuschreiben. 

7. Im Kreise vom Radius 0,5 sollen die Umfange des 
ein- und des umgeschriebenen regelmälsigen 6-ecks, 12-ecks, 
24-ecks, 48-ecks berechnet werden. 

8. Im Kreise vom Eadius 1 sollen die Inhalte des ein- 
und des umgeschriebenen regelmafsigen 4-ecks, 8-eck8, 
16-ecks, 32-ecks berechnet werden. 

9. Wenn zwei Kreise sich so schneiden, dais die gemein- 
schaftliche Sehne im ersten Kreise die Seite des regel- 
mafsigen 10-ecks, im zweiten die Seite des regelmafsigen 
5-eck8 ist, so ist der Eadius des ersten Kreises doppelt 



330 XV. Die Vielecke. 

80 grofs wie der Radius des Inkreises des regelmälsigen 
10-ecks im zweiten. 

10. Die Diagonalen des regelmäfsigen S-ecks^ 6-ecks^ 
S-ecks und 10-ecks im Kreise vom Radius r zu berechnen. 

11. Im Innern jedes regelmäfsigen n-eckigen Sterns 
liegt ein regelmäfsiges n-eck, welches für die Werte n = 5^ 
8^ 10 unter der Voraussetzung berechnet werden soll, dafs 
der dem Sterne umgeschriebene Kreis den Radius r hat. 



Sechzehntes Kapitel. 

Die Kreisberechnung. 



§ 49. Die Berechnung der Zahl n. 

1. Wird einem gegebenen Kreise ein regelmäfsiges 
n-eck einbeschrieben und ein ebensolches umbeschrieben 
und die Kreisfläche durch i bezeichnet (Fig. 186)^ so lehrt 
die Anschauung: inKi <Jn\ folglich muls auch die MaTszahl 
für die Kreisfläche zwischen den Mafszahlen für die beiden 




Flg. 186. 



Polygone angenommen werden. Letztere können aber be- 
rechnet werden, wenn man von den regelmäfsigen Polygonen 
ausgeht, die im vorigen Kapitel betrachtet wurden. 
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Aus in und Jn können die Flachen des ein- und des 
umbeschriebenen regehnalsigen Polygons doppelter Seitenzahl 
berechnet werden, und es ist wieder Hn<i<JtH' Durch 
fortgesetzte Verdoppelung der Seitenzahl bei den bereits 
erhaltenen Polygonen gelangt man schliefslich zu zwei 
regelmafsigen Vielecken von beliebig grofser Seitenzahl 2''n^ 
für die auch die Beziehung gilt: 

Es ist aber: 

«/•• -r *2» 
folglich : 

j • «/mHm ^M JinjJn — Hn) 

Aus itn> in folgt weiter: 

J^H — ♦sh<«'ii — *•• und Jn + itn> Jn + inf 

folglich auch: 

Jn — *2n ^Jn — *h ,,^ i j 1 ^ Z *^^ — *» 

< - > . ■ und J%n — Hu < »2II 



Da a* + &* — 2a6 > ist, so ergiebt sich: 
(a + 6)*>4a6 und y^<?l±i^; 

das geometrische Mittel ist also stets kleiner als das arith- 
metische. Mithin ist auch: Hh < — ^^-s und man erhalt: 

T • ^ Jn — in 
.«'2h — H» < 5 • 

Dementsprechend kann man auch die folgenden Un- 
gleichungen aufstellen: 



T i ^ ei^2w — Hw ^ j ' ^ J^n — »4 

^An — Hn < S y ^Sn Hn <. — 



'^2Ph — Vr < 



2 



M 



M 
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Das Produkt dieser Ungleichungen fuhrt schliefslich^ 
nachdem die gleichen Faktoren auf beiden Seiten weg- 
gehoben sind^ zu der folgenden: 

Da man durch fortgesetzte Verdoppelung der Seiten 
des ein- und des umgeschriebenen Vielecks zu Werten 
von p gelangen kann^ die jede noch so grofs gedachte Zahl 
übertreffen^ so gelangt man schliefslich zu Vielecken^ für 
welche die Differenz der Mafszahlen kleiner als eine be- 
liebig kleine^ von vornherein vorgeschriebene Zahl e ist. 
Die Mafszahlen der gedachten Vielecke sind also gleich^ 
und jede von ihnen ist auch jeder zwischen ihnen an- 
genommenen Zahl gleich^ also auch gleich der Maiszahl der 
Kreisfläche. Es ergiebt sich somit^ dafs für jede Kreisfläche 
eine Mafszahl gefunden werden kann^ und dafs der Kreis mit 
jedem regelmäisigen Vieleck von hinreichend grofser Seiten- 
zahl identifiziert werden mufs. 

2. Sind zwei Kreise mit den Badien r und r' gegeben^ so 

kann für jeden das eingeschriebene regelmäfsige n-eck eintreten^ 

wofern nur die Zahl n hinreichend grofs gedacht wird. Da 

r^elmäfsige Polygone gleicher Seitenzahl ähnlich sind^ so 

sind auch die Kreise als ähnliche Polygone aufzufassen^ und 

i i' 
es folgt für die Mafszahlen ihrer Inhalte: — »— ^ d.h. 

der Quotient aus der Mafszahl des Inhaltes und der des 
Quadrats über dem Radius ist für alle Kreise derselbe. 
Wird dies konstante Verhältnis durch n bezeichnet^ so er- 
hält man für den Kreis vom Eadius r als Inhalt: 

Für einen hinreichend grofsen Wert von n kann also 
gesetzt werden: 

«7*^ =» t^ » r^ . ^ und Un* r ^ UnQn =" ^* ' 2^. 

Da nun auch üi, — w„ für einen hinreichend grofsen Wert 
von n unter jeden beliebig klein gewählten^ von vornherein 
voi^schriebenen Wert herabsinkt^ so ist Un = '^y also 
^,i = r^ und es ergiebt sich für den Umfang u des E[reises: 
u = r • 271. Es bleibt somit nur die Zahl n zu berechnen. 
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3. Wenn r » 1 gewählt wiid^ so ist i = tz und u » 2j7, 
d. h. jt ist sowohl die Mafszahl für die Kreisfläche als 
auch die MaTszahl für den halben Kreisumfang vom Radius 1. 

Wenn man die froher abgeleiteten Formeln benutzt: 



U,n^2\Un'^fJ' ihnfU, 



2m %i 

^=i/JTXj JL=l(i_+J_), 

SO kann man in den folgenden Reihen aus den beiden 
ersten Gliedern alle spätem berechnen: 

1111111111 
üe' < U,,' u,,' U,,' u,4"tV Je' ii.' «/,, * ' ' 

Die Formeln lehren^ dafs in der ersten Reihe jedes 
Glied ungerader Stelle das arithmetische Mittel, jedes Glied 
gerader Stelle das geometrische Mittel aus seinen beiden 
V ordergliedem ist, dafs aber in der zweiten Reihe das um- 
gekehrte Gesetz gilt Die erste Reihe liefert den reziproken 
Wert von 2n, die zweite den von n selbst Die Ergebnisse 
der Rechnung sind in nebenstehender Tabelle zusammen- 
gestellt (Seite 335), wo allgemein die reziproken Werte 
von Um und i^ durch ti^ und U^ bezeichnet sind. 

Der Wert von n, der sich aus dem Mittel der beiden 
letzten Zahlen jeder Reihe ergiebt, ist: 

ji« 3,14159. 

4. Geht man bei der Berechnung von n von einem 
bestimmten regehnafsigen n-eck aus, so kann man fragen, 

bis zu welchem Vieleck man fortschreiten mufs, um für ^r—, 

bez. — , zwei Grenzwerte zu erhalten, die sich um weniger 

als Y^ , also um weniger als eine Einheit der k*^ Dezimal- 
stelle, unterscheiden. 

Bezeichnet wieder ti^ den reziproken Wert von Un^ so ist: 

Ui + ul, 



ÜSh = ^^— " und uin = fÜi:<, 



also: 
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Da nun das geometrische Mittel zweier Zahlen kleiner als 



m 


0,144338 


Ü 


0,384900 


< 


0,166667 


Ji 


0,288675 


uu 


0,155502 


Üt 


0,333333 


<t 


0,160988 


Jit 


0,311004 


uu 


0,158245 


Üi 


0,321975 


uL 


0,159610 


Ju 


0,316490 


ÜU 


0,158928 


iU 


0,319221 


uU 


0,159269 


JU 


0,317855 


TJU 


0,159098 


üt 


0,318537 


uU 


0,159183 


Jn 


0,318196 


Uin 


0,159141 


h'n 


0,318367 


^19« 


0,159162 


Jm 


0,318282 


uu* 


0,159152 


h%A 


0,318324 


«SM 


0,159157 


Jiu 


0,318303 


ü?6. 


0,159154 


ÜH 


0,318314 


«IM 


0,159156 


*fw 


0,318308 


Uiu, 


0,159155 


HsM 


0,318311 


•*1»M 


0,159164 


Juu 


0,318310 



ihr arithmetisches Mittel ist^ so folgt weiter: 

.^ TT' ^ ^i- + < ^- + < 

Utn — t/in < 2 2 ' 

mithin, wemi auf der rechten Seite für Uin der obige Wert 
eingesetzt wird: 

ui TT' ^ <-^» 

^2» — t;2M< 1 • 
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Hieraus kann wieder in ähnUoher Weise wie früher ge- 
folgert werden: 

Damit der Unterschied der Grenzwerte für ■=-- kleiner 
ah j^ werde, mu& also die Ungleichung bestehen: 

"^~^" <j^ oder 4»>10»K-0;)- 

Geht man von dem 6 -eck aus, so ist: 

w;; _ DJ = 0,0223, 

also wird man sicher die gewünschte Genauigkeit erhalten, 
wenn man für uf — ^i ^'^^ etwas gröfsem, aber för die 
Rechnung bequemem Wert 0,025 einsetzt Dann ist: 

4P > 10» . 0,025; 4p > 10»-». 25; 4i'>^!— j— ; 

Setzt man für log 4 den etwas kleinem Wert 0,6 ein, so folgt: 

* — 1,6 , 5* — 8 

^>-w ^ p>—z-' 

Soll der Unterschied der Grenzwerte weniger als eine Ein- 
heit der 6. Dezimalstelle betragen, so eigiebt sich demnach: 

jp> -^, also jp = 8. 

Man mufs also bis zu dem regelmafsigen Vieleck von der 
Seitenzahl 2» • 6, d. h. bis zu dem 1536 -eck fortschreiten. 

Eine ähnliche Betrachtung kann für die Grenzwerte 
angestellt werden, die — einschliefsen. 

5. Bereits früher wurde gezeigt, dafs für eine hin- 
reichend grofse Seitenzahl die Mafszahlen der Radien des 
Umkreises und des Inkreises eines regelmafsigen Vielecks 
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einander gleich werden. Da ein solches Polygon mit einem 
Kreise identifiziert werden mafs^ so ist also: 

Uh= 27ir = 27tQn. 

Man kann somit die Zahl n erhalten^ wemi man den halben 
Umfang eines r^elmfifsigen Polygons von hinreichend grofser 
Seitenzahl durch den Radius seines Umkreises oder seines 
Inkreises dividiert 

Sei nun u^ der gegebene Umfang eines regelmäfsigen 
Polygons^ seien r^ und ^m die Radien seines Umkreises und 
seines Inkreises. Unter 52119 ^2» ^^^ ^2*1 sollen beziehungs- 
weise die Seite^ der Radius des Umkreises und der Radius 
des Inkreises eines regelmäfsigen Polygons verstanden werden, 
welches mit dem gegebenen n-eck in dem Umfange überein- 
stimmt, aber die doppelte Seitenzahl hat. Da alle regel- 
maisigen Polygone gleicher Seitenzahl ähnlich sind, so ist: 

Da aber 2s2m = 5« , so folgt: 
Nun ist aber auch: 

*•* *.« ^*. ^* ^w {^n + Qu) . 2 9^ /^ ^\ 

X = '^w Qny Qin = 2" ; «2» = ^Tn (r„ — Qn)f 

somit ergiebt sich: 

, rn + Qh 
Q2H = — 2 — • 

Aus der Ähnlichkeit der beiden 2 n- ecke folgt weiter: 

*"2n ^« 



Q%n Q%n 

woraus man nach Einsetzung der Werte von qin und q^n 
erhält: 

Durch fortgesetzte Verdoppelung der Seitenzahl unter 
Beibehaltung des Umfanges gelangt man schliefslich zu den 

Pfl leger, BlemenUre PUnlmetrie. 22 
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Radien eines regelmaisigen Polygons^ welche mit Hilfe des 
bekannten Umfanges Un einen Wert von n ergeben« 

Bildet man die Reihe q^, r«, ^(2, r(2f gin^ ^iny ••• und 
nimmt den gegebenen Umfang Uq gleich 2 an^ so sind die hin- 
reichend weit entfernten Glieder der Reibe mit dem reziproken 
Werte von n zu identifizieren. Es ist dann: 

yä , 1 

Nun ist aber im Kreise vom Radius eins: 

e/ß = -7= und La = 3. 

ys ' 

Die beiden ersten Glieder der obigen Reihe sind also dem 
zweiten und dem dritten Gliede der früher gebildeten Reihe 
ii, Ji, iit} Ji2f *2«> Jinf ••• beziehungsweise gleich. Be- 
rücksichtigt man nun^ dafs die spätem Glieder in beiden 
Reihen nach denselben Gesetzen aus ihren Vordergliedem 
berechnet werden, so ergiebt sich, dafs die Glieder der 
neuen Reihe mit den Gliedern der frühem vom zweiten 
ab übereinstimmen. 

6. Wenn der Centriwinkel, der im Kreise vom Radius r 
zu einem gegebenen Siektor gehört, die Mafszahl a hat, so 

wird die Mafszahl des Sektors durch .^^ ausgedrückt. 

ooü 

Jeder Sektor wird durch die Sehne, die die Endpunkte 
des zugehörigen Bogens verbindet, in ein gleichschenkeliges 
Dreieck und ein Segment zerlegt Letzteres kann daher 
berechnet werden, sobald jenes Dreieck das Bestimmungs- 
dreieck eines regelmaisigen Vielecks ist, dessen Seite be- 
stimmt werden kann. 

•• 

Übungen zu § 49. 

1. Unter der Voraussetzung, dafs von einem regel- 
mafsigen w-eck der Radius des Umkreises imd der des In- 
kreises bekannt sind, sollen von einem regelmäfsigen Poly- 
gon von doppelter Seitenzahl aber gleichem Inhalte die 
Quadrate der Radien des Umkreises und des Inkreises be- 
rechnet werden. Unter Benutzung der erhaltenen Gleichungen 
soll die Zahl n berechnet werden. 
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2. Einen Kreis zu beschreiben^ dessen Umfang (Inhalt) 
gleich der Summe der Umfange (Inhalte) von 2 oder 3 ge- 
gebenen Kreisen ist. 

3. Die MaTszahl für den Inhalt eines Ringes zu be- 
rechnen, der durch zwei konzentrische Kreise begrenzt wird. 

4. Einen gegebenen Kreis durch einen konzentrischen 
zu halbieren. 

5. Um einen gegebenen Kreis mit Hilfe eines kon- 
zentrischen Kreises einen Bing zu l^en, der das Dreifache 
des gegebenen Kreises betragt, 

6. Einen gegdienen Kreis dureb zwei zu ihm kon- 
zentrische Kreise im Verhältnis von drei gegebenen Strecken 
zu teilen. 

7. In eioen gegebenai Kreis sollen n gleiche Kreise 
eingezeichnet werd^^ von denen jeder den gegebenen Kreis 
und seine beiden Nachbarkreise berührt Wekhes sind die 
Mafszahlen für diejenigen Teile des eeeebenen Kreises, die 
von den gesuchten Kreisen nicht ge(&(^t werden. 

8. Beschreibt man über einer Seite eines regelmäfsigen 
n-ecks als Durchmesse den aufserhalb des Umkreises 
Ue^ndmi Halbkreis, so bc^itenzt dieser mit dem Umkreise 
eine Sichel, die für jedes der bekannten Polygone berechnet 
werden soll. Bei welchem Vieleck ist die Sichel einer 
geradlin% b^renzten Flache gleich? 

9. Die aufserhalb des Umkreises liegenden Halbkreise 
über den Katheten eines rechtwinkeligen D^iecks bestimmen 
mit dem Umkreise zwei Sicheln, deren Summe dem Inhalte 
des Dreiecks gleich ist 
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Siebzehntes Kapitel. 

Harmonische Gebilde. 



§ 50. Harmonische Punkte und Strahlen. 

1. Wenn in dem Dreieck ABS (Fig. 187) die 
Halbierungslinien der Winkel in /S die Gerade AB in C 
und D schneiden^ so ist: 

ACAD 

BC" BD' 

Zieht man durch A eine beliebige Gerade, so ist das Ver- 
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hältnis ihrer Abstände von den Punkten C und D gleich 



AC 
AD' 
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ebenso ist für jede durch B gehende Gerade das Verhältnis 

BC 

der Abstände von den Punkten C und D gleich p-^. 

Somit sind für alle Geraden, die durch A und B gehen, 
die Verhältnisse der Abstände von den Punkten C und D 
einander gleich. 

Die Gesamtheit der Geraden, die durch einen und den- 
selben Punkt P gehen, bildet den Strahlenbüschel P; 
P heifst der Scheitel des Büschels. Ein Strahl des 
Büschels P soll durch p, sein Abstand von dem Punkte Q 
durch ipQ) bezeichnet werden. Unter Anwendung dieser 
Schreibweise kann das Ergebnis, welches für alle Strahlen 
der Büschel A und B festgestellt wurde, in der Gleichung 
ausgesprochen werden: 

(aC)(bC) 

(aD) {bDY 

Wenn für alle Strahlen der Büschel A und B 
die Verhältnisse der Abstände von den Punkten C 
und D einander gleich sind, so sagt man, die 
Punkte A und B werden durch die Punkte C und D 
harmonisch getrennt. 

Wenn in den Büscheln A und B je ein Strahl (z. B. a 

und 6) der Gleichung )—fl = TTfTi 8^^%^ ^^^ ^*® ^®^ 

Punkte in derselben Geraden liegen, so gilt die Gleichung 
für alle Strahlen der genannten Büschel, und die Punkte A 
und B werden durch C und D harmonisch getrennt. 

Wenn die Gleichung J— =r^ = jj-ji für je einen Strahl 

der Büschel A und B als richtig erkannt ist, aber die vier 
Punkte Af B, C und D nicht in einer und derselben Ge- 
raden liegen, so sagt man, die Strahlen a und b werden 
durch die Punkte C und D harmonisch getrennt. 

2. Unter der Voraussetzung, dafs die Punkte A und B 
durch die Punkte C und D harmonisch getrennt werden, 
ziehe man durch C und D je einen beliebigen Strahl (Fig. 188). 
Dann ist: 

{cB) CB {dB) DB' 
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Für die Strahlen a and b der Büschel Ä und B ist aber auch : 

(aC)_ÄC (iC)_BC 

(aD)~ AD (bD)~ BD' 

Da die linken Säten der beiden leteten GleidiUDgen nwdi 




Fit' iM. 



YorauBsetztmg gleidi sind, so ergiebt sich: 

AC BG , CA DA 



AD BD 



CB DB' 



mithin auch: 



(cA) _ {dA^ 
(dB) ' 



(cB) 

Somit erhält man den Satz: 

Wenn die Punkte A und B durch die Punkte 
C und D harmonisch getrennt sind, so werden 
auch C und D durch A und B harmonisch getrennt 
(Vgl. § 44, Übung Nr. 33.) 

Von den beiden Punktpaaren A, B und C, D besttst 
also keines einen Vorzug vor dem andern, man pflegt daher 
die vier Punkte kurzweg als harmonische Punkte oder als 
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harmonische Punktreihe zu bezeichnen. Zwei getrennte 
Punkte einer harmonischen Punktreihe heilsen zugeordnet. 
Bei der Aufzählung von harmonischen Punkten werden zu- 
erst zwei zugeordnete, dann die beiden andern angegeben. 

3. In dem Dreieck ABS (Fig. 189) sollen die Geraden 8A 
und SB beziehungsweise durch a und b bezeichnet werden, 
die zu AB gehörige Mittellinie durch c, die durch 8 gehende 
Parallele zu AB durch d. Es seien p und q die Abstände 




Fig. 189. 



des Punktes A, p^ und q^ die des Punktes B von den 
Geraden c und d. 

Für jeden Punkt der Geraden a ist, wie sich mit Hilfe 
von ähnlichen Dreiecken ergiebt, das Verhältnis der Abstände 

von den Geraden c und d gleich — , und für jeden Punkt 
des Strahles 6 ist das Verhältnis der Abstände von den- 
selben Geraden deich — . Da aber — = ^ ist, so sind für 

alle Punkte, die auf den Geraden a und 6 liegen, die Ver- 
hältnisse der Abstände von den Geraden c und d einander 
gleich. 
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Die Gresamtheit der Punkte einer Geraden p bildet 
die Punktreihe p. Ein Punkt der Punktreihe p wird 
durch Py sein Abstand von der Geraden ; durch (Pq) be- 
zeichnet Unter Anwendung dieser Schreibweise kann das 
Ergebnis^ welches oben för die Punkte der Punktreihen a 
und b festgestellt wurde^ durch die Gleichung ausgedrückt 

^^^^^^ (Ac)^(Bc) 

(Ad) {Bd)' 

Wenn für alle Punkte der Punktreihen a und b 
die Verhältnisse der Abstände von den Strahlen c 
und d einander gleich sind^ so sagt man, die 
Strahlen a und b werden durch die Strahlen c und d 
harmonisch getrennt 

Wenn in den Punktreihen a und b je ein Punkt (z. B. A 

und B) der Gleichung |^ = |^ genügt und die vier 
Strahlen durch denselben Punkt gehen, so gilt die Gleichung 




Fig. 190. 



für alle Punkte der genannten Punktreihen, und die Strahlen 
a und b werden durch die Strahlen c und d harmonisch 

^*^^^*- (Ac) (Bc) 

Wenn die Gleichung ^j^ = 7^ für je einen Punkt 

der Punktreihen a und b als richtig erkannt ist, aber die 
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vier Strahlen niclit durch einen und denselben Punkt gehen^ 
so sagt man, die Punkte A und B werden durch die 
Strahlen c und d harmonisch getrennt 

4. Unter der Voraussetzung, dafs die Strahlen a und h 
durch die Strahlen c und d harmonisch getrennt werden, 
nehme man auf c und d je einen Punkt an (Fig. 190). 
Dann ergiebt sich mit Hilfe von ähnlichen Dreiecken: 



folglich: 



{Cd)_8C (Cb) SC 

(Äc)''SÄ {Bc)^ SB' 

(Ca) (Cb) SB 



(Ac)'(Bc) SA' 
Auf ahnlichem Wege erhält man: 



folglich: 



{Da)_SD , (Db) SD 
(Ad)^ SA (Bd) SB' 

(Da) (Db) SB 



(Ad)'(Bd) SA' 

SB 
Die beiden für -^-j gefundenen Werte führen zu der 

Gleichung: ^^ 

(Ac)'{Bc) (Ad)'(Bd) (Ch)' (Bc) (Db) ' (Bd)' 

Nach Voraussetzung ist aber: 

iM = Ä ^„ {Acl_(Adl 
(Ad) (Bd) (Bc) (Bd)' 

folglich erhält man schliefslich: 

(Ca) _ (Da) 

(Cb) - (Db) • 
In Worten: 

Wenn die Strahlen a und b durch die Strahlen 
und d harmonisch getrennt sind, so werden auch 
c und d durch a und b harmonisch getrennt. 

Von den beiden Strahlenpaaren a, b und c, d besitzt 
also keines einen Vorzug vor dem andern, man nennt sie 
daher kurzweg harmonische Strahlen oder harmonischen 
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BuRchel. Zwei getrennte Strahlen des harmonischen Büschels 
heifsen sugeorcbet. Bei der Aufzählung von harmonischen 
Strahlen werden zuerst zwei zugeordnete, dann die beiden 
andern angegeben. 

5. Es seien a, b, c, d vier Strahlen eines Büschels, 
Ä, B, C, D ihre Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden 

Ä und B durch C und D harmonisch getrennt werden, 
^ b .» Fe™ [^ . ^ ^, d»^ die S^l«. c - . 
durch die Strahlen a und b harmonisch getrennt werden. 




Die Behauptung, dafs A, B, (7, D harmonische Punkte, 
und die Behauptung, dafs a, b, c, d harmonische Strahlen 
sind, werden also durch eine und dieselbe Gleichung aus- 
gesprochen. 

Wenn man von einem Punkte aus die Strahlen nach 
beliebig vielen andern Punkten zieht, so sagt man, diese 
Punkte werden von jenem aus projiziert. Unter Anwendung 
dieses Ausdruckes lautet das gefundene Ergebnis: 

Harmonische Strahlen werden von jeder Ge- 
raden in harmonischen Punkten geschnitten, und 
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harmonische Punkte werden von jedem Punkte aus 
aurcb harmonische Strahlen projiziert. 

Ist die 61eichmi£c ] ^! = ttW ^ zwei Strahlen a 

^ (aD) (bD) 

und b und zwei Punkte C und D gültige so werden die 

genannten Strahlen durch die genannten Punkte harmonisch 

getrennt Die mit jener identische Gleichung |^-^ 

si^ aus^ dafs auch die Punkte C und D durch die Strahlen 
€1 und b harmonisch getrennt werden. 

6. Wird der harmonische Büschel (abcd) durch eine 




Parallele zu d geschnitten (Fig. 192)^ so sind in der 
Gleidiung j-t-4: == /-dJ^ ^® Nenner gleich^ folglich: 

(Äc)==^(Bc). 

Daraus folgt aber wieder mit Hilfe von kongruenten 
Dreiecken: 

AG^BC. 
In Worten: 

Auf jeder Parallele zu einem von vier harmo- 
nischen Strahlen wird durch die drei andern eine 
halbierte Strecke bestimmt. 

7. Stehen in dem harmonischen Büschel (abcd) die 
Strahlen c und d aufeinander senkrecht (Fig. 193), so be- 
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stimmt jede Parallele zu d mit den drei andern Strahlen ein 
Dreieck^ in dem eine Mittellinie mit der zugehörigen Höhe 
zusammenfällt. Das Dreieck ist also gleichschenkelig^ und 
die genannte Mittellinie^ nämlich der Strahl c, halbiert den 
Winkel an der Spitze^ nämlich den Winkel (ab). Der Neben- 
winkel dieses Winkels wird also durch d halbiert. In Worten: 

Wenn in einem harmonischen Büschel zwei zu- 
geordnete Strahlen aufeinander senkrecht stehen^ 
so halbieren sie die Winkel der beiden andern. 

8. Soll zu drei gegebenen Punkten A, B und C der 
Geraden g der vierte harmonische konstruiert werden, so 




Fig. 198. 

mufs ein harmonischer Büschel so gezeichnet werden, dals 
drei seiner Strahlen a, h und c beziehungsweise durch Ay 
B und C gehen; der vierte Strahl d schneidet dann die 
Gerade g in dem gesuchten Punkte. Berücksichtigt man 
nun, dafs zwei Seiten eines Dreiecks, die durch ihren Schnitt- 
punkt gehende Parallele zu der dritten Seite und die zu 
der dritten Seite gehörige Mittellinie einen harmonischen 
Büschel bUden, so ergiebt sich folgende Konstruktion 
(Fig. 194): 

Man nehme B als Mittelpunkt einer beliebigen Strecke 
FQ an, die nicht in der Geraden g liegt, ziehe durch A 
die Parallele zu PQ und bringe sie mit der Geraden PC 
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in S zum Durchschnitt. Dann schneidet SQ die Gerade AB 
in dem gesuchten Punkte. 

Bleiben die Punkte S, Ä und B fest, während C sich 
auf g bewegt, so lehrt ein Blick in die Figur, dafs die 
Punkte P und Q, folglich auch die Punkte C und D, sich 
in entgegengesetzten Blchtungen bewegen. Fällt G mit B 
zusammen, so kommt auch D mit B zur Deckung. 

Wenn C nach dem Mittelpunkte von AB rückt, so wird 
SQ zn AB parallel. Um auch in diesem Falle von harmo- 
nischen Punkten auf der Geraden AB sprechen zu können, 
nimmt man auf jeder Geraden einen unendlich fernen Punkt 




an und sagt von parallelen Geraden, dafs sie sich im Unend- 
lichen schneiden. Die Endpunkte einer Strecke, ihr Mittel- 
punkt und der unendlich ferne Punkt der durch die Strecke 
bestimmten Geraden bilden demnach eine harmonische 
Punktreihe. 

9. Wenn zu drei Strahlen a, b und c des Strahlen- 
büschels G der vierte harmonische konstruiert werden 
soll, so muTs eine harmonische Punktreihe so gezeichnet 
werden, dafs drei ihrer Punkte A, B und G beziehungs- 
weise auf a, b und c liegen; der vierte Punkt bestimmt 
dann mit G den gesuchten Strahl. Berücksichtigt man 
nun, dafs zwei Ecken eines Dreiecks und die Fufspunkte 
der Winkelhalbierenden an der Gegenecke vier harmonische 
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Punkte fliiidy so ergiebt sich die fdgende 
(Fig. 195): 

Man nehme b als HalbJernngdinie eines beliebigen 
Winkels {pq) an, dessen Scheitel nicht mit G zusammen- 
fallt, errichte in dem Scheitel das Lot auf b, bringe das 
Lot mit a zum Durchschnitt und verbinde diesen Schnitt- 
punkt mit dem der Geraden p und c. Diese Yerbindungs- 




Plg. 196. 



linie s schneidet q in einem Punkte ^ der mit O den ge- 
suchten Strahl bestimmt 

Bldben die Strahlen a, b und s fest, während c sich 
um O dreht, so lehrt ein Blick in die Figur, dafs die 
Strahlen p und q, folglich auch die Strahlen c und d, sich 
in entgegengesetzten Richtungen drehen. FSKt c uat b 
zusammen, so gelangt auch d mit b zur Deckung. Halbiert 
c den WuJsiel (ab), so wird der Nebenwinkel durch <7 halbiert. 

Da für Parallelen ein Schnittpunkt im Unendlichen 
angenommen wurde , so müssen vier Parallelen, die durch 
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vier harmonische Punkte gehen^ als harmonische Strahlen 
aufgefafst werden. 

10. Vier Gerade, von denen keine drei sich in einem 
und demselben Punkte schneiden^ bUden ein vollständiges 
Vier seit. Ihre sechs Schnittpunkte heiisen die Ecken des- 
selben, der Schnittpunkt zweier Seiten die Gegenecke zu 
dem Schnittpunkte der beiden andern Seiten. 

Es seien A, B, C, 2), JE, If die Ecken eines voll- 
standigen Vierseits (Fig. 196). Wird durch die Ecke E der 
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Fig. 196. 

vierte harmonische Strahl zu EÄ, EBy EQ gezeichnet^ so 
schneidet dieser die Gerade AB in dem vierten harmonisdien 
Punkte zu A, B und Q und die Gerade CD in dem vierten 
harmonischen Punkte zu C, D und ü. Zeichnet man in F, 
der Gegenecke von Ef den vierten harmonischen Strahl zu 
FAf FB und FQ, so schneidet er AB wiedar in dem vierten 
harmonischen Punkte zvl A, B und Q und auch CD wieder 
in dem vierten harmonischen Punkte za C^ D und B. Da 
zu drei gegebenen Punkten der vierte harmonische eindeutig 
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bestimmt ist, so liegt der Scbjuttpunkt der durch H und I 
gelegten Strahlen sowohl auf der Geradei^ AB als auch 
auf der Geraden CD, mithin in dem Schnittpunkte P dieser 
Geraden. Somit sind (ABQP) und (C DBF) je vier harmo- 
nische Punkte. 

Nun sind aber auch die Strahlen^ die {CD BP) von Ä 
aus projizieren, harmonische Strahlen, also {EFBQ) harmo- 
nische Punkte. So ergiebt sich der Satz: 

Je zwei Gegenecken eines vollständigen Vier- 
seits werden durch die Verbindungslinien der beiden 
andern Paare von Gegenecken harmonisch getrennt. 

11. Vier Punkte, von denen keine drei in einer und 
derselben Geraden liegen, bilden ein vollständiges Vier- 
eck. Ihre sechs Verbindungslinien heifsen die Seiten des- 
selben, die Verbindungslinie zweier Ecken die Gegenseite 
der Verbindungslinie der beiden andern Ecken. 

Wie schon bei den Definitionen der harmonischen Punkte 
und Strahlen, sowie bei den über die harmonischen Punktgebüde 
und StrahlengebUde abgeleiteten Sätzen, so tritt auch bei den 
Definitionen des vollständigen Vierseits und des voll- 
ständigen Vierecks eine eigentümliche Beziehung auf. Diese 
Beziehung äufsert sich darin, dals aus jeder Aussage über 
die eine Figur eine für die andre geltende Aussage g^ 
Wonnen wird, wenn man jeden Punkt durch eine ent- 
sprechende Gerade, jede Gerade durch einen entsprechenden 
Punkt und folgerichtig jede Verbindungslinie zweier Punkte 
durch den Schnittpunkt der entsprechenden Geraden und 
jeden Schnittpunkt zweier Geraden durch die Verbindungs- 
linie der entsprechenden Punkte ersetzt. Diese eigentümliche 
Beziehung zweier Figuren pflegt man als Beziehung der 
Reziprozität zu bezeichnen. Es ist zweckmäfsig, die Be- 
ziehung der Reziprozität auch bei den Bezeichnungen durch- 
zuführen: sowie die Verbindungslinie der Punkte Ä und B 
durch AB ausgedrückt wird, so soll nun auch der Schnitt- 
punkt der Geraden p imd q durch pq bezeichnet werden. 

Es seien a, 2», c, d, e, f die Seiten eines vollständigen 
Vierecks (Fig. 197). Wird auf der Geraden e der vierte harmo- 
nische Punkt zaea, eb und eq gezeichnet, so wird dieser von 
dem Punkte ab aus durch den vierten harmonischen Strahl 
zu a, b und q^ und von dem Punkte cd aus durch den vierten 
harmonischen Strahl zu c, d und r projiziert. Zeichnet 
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man auf /, der Gegenseite von e, den vierten barmonigehen 
Punkt zu fa, fb und fq, so wird dieser wieder von ab 
aus durch den vierten harmonischen Strahl lu a, b und q, 
und auch von cd aus wieder ^urch den vierten harmonischen 
Strahl XU Cy d und r projiziert. Da zu drei gegebenen 
Strahlen der vierte harmonische eindeutig bestimmt ist^ so geht 




Fig. 197. 



die Verbindungslinie der auf e und ^gezeichneten Punkte so- 
wohl durch den Punkt ab als auch durch den Punkt cd, 
fällt also mit der Verbindungslinie p dieser Punkte zu- 
sammen. Daher sind (abqp) und (cdrp) je vier harmonische 
Strahlen. 

Nun sind aber auch die Punkte^ in denen die Strahlen 
(cdrp) von a geschnitten werden^ harmonische Punkte, also 
(efrqD harmonische Strahlen. So ergiebt sich der Satz: 

Pf lieger, BlemenUre Planimetrie. 23 
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Je zwei Gegenseiten eines vollständigen Vier- 
ecks werden durch die Schnittpunkte der beiden 
andern Paare von Gegenseiten harmonisch getrennt. 

12. Wenn zur Konstruktion eines vollständigen Vier- 
seits zwei Gr^enecken E und F und die Verbindungs- 
linie AB eines andern Paares von Gegenecken g^eben 
sind^ ohne dafs jedoch die Punkte A und B selbst vor- 
geschrieben wären ^ so kann man unzahlig viele vollständige 
Vierseite zeichnen^ die die genannten Gebilde gemein haben. 
In allen diesen Vierseiten geht aber die Verbindungslinie 
des dritten Paares von G^enecken durch einen und den- 
selben Punkt, nämlich durch den vierten harmonischen 
zu Ey F und Q (Fig. 196). Man erhält daher den Satz: 

Die Gesamtheit der Strahlen, die von einem 
gegebenen durch zwei gegebene Punkte harmonisch 
getrennt werden, ist identisch mit der Gesamtheit 
der Strahlen eines Strahlenbüschels, dessen Scheitel 
auf der Verbindungslinie der gegebenen Punkte liegt. 

Wird FF durch die Gerade AB halbiert und ist eine 
dritte Ecke C des Vier seits gegeben, so führt die Kon- 
struktion zu einer Geraden durch C, die zu der gegebenen 
halbierten Strecke parallel ist. 

Wenn auTser den Gegenecken F und F die Gerade CD 
parallel zu FF gegeben ist, ohne dals jedoch C und D 
selbst gegeben wären, so führt die Konstruktion des Vier- 
seits zu dem Mittelpunkte der gegebenen Strecke FF, 

13. Wenn zur Konstruktion eines vollständigen Vierecks 
zwei Gegenseiten e und f und der Schnittpunkt ab eines 
andern Paares von Gegenseiten gegeben sind, ohne dafs 
jedoch die Strahlen a und b selbst vorgeschrieben wären, so 
kann man unzählig viele vollständige Vierecke zeichnen, die 
die genannten Gebilde gemein haben. In allen diesen Vier- 
ecken liegt der Schnittpunkt des dritten Paares voij Gegen- 
seiten auf einem und demselben Strahle, nämlich auf dem 
vierten harmonischen zu e, f und q (Fig. 197). Man erhält 
daher den Satz: 

Die Gesamtheit der Punkte, die von einem ge- 
gebenen durch zwei gegebene Gerade harmonisch 
getrennt werden, ist identisch mit der Gesamtheit 
der Punkte einer Geraden, die durch den Schnitt- 
punkt der gegebenen Geraden geht. 
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Liegt ab auf der Halbierungslinie eines der durch e 
und f bestimmten Winkel und ist eine dritte Seite c des 
Vierecks gegeben^ so führt die Konstruktion zu einem 
Punkte von c, der auf der Halbierungslinie eines noch nicht 
halbierten Winkels der gegebenen Geraden liegt. 

Wenn aufser den Gegenseiten e und f der Punkt cd 
auf der Halbierungslinie des einen Winkels der Geraden e 
und f gegeben ist, so führt die Konstruktion des Vierecks zu 
einem Punkte auf der Halbierungslinie eines Nebenwinkels 
jenes Winkels. 

Übungen zu § 50. 

1. Jede Transversale eines Dreiecks bestimmt mit den 
Seiten ein vollständiges Vierseit^ in welchem die Ver- 
bindungslinien der Gegenecken durch die Verbindungslinien 
der Seitenmittelpunkte des Dreiecks halbiert werden. 

2. Die harmonischen Eigenschaften des vollständigen 
Vierseits und des vollständigen Vierecks soUen mit Hilfe 
der Sätze über die Transversalen eines Dreiecks bewiesen 
werden. 

3. Die Mittelpunkte der Strecken, welche je zwei Gegen- 
ecken eines vollständigen Vierseits verbinden, liegen in einer 
und derselben Geraden. 

4. Zu drei gegebenen Gebilden das vierte harmonische 
mit alleiniger Hilfe des Lineales zu zeichnen. 

5. Eine Strecke, zu der eine Parallele gegeben ist, mit 
alleiniger Hilfe des Lineales zu halbieren. 

6. Zu einer halbierten Strecke durch einen Punkt 
aufserhalb die Parallele mit alleiniger Hilfe des Lineales 
zu ziehen. 

7. Den Nebenwinkel eines halbierten Winkels mit 
alleiniger Hilfe des Lineales zu halbieren. 

8. Einen gegebenen Winkel mit alleiniger Hilfe des 
Lineales zu verdoppeln, wenn zu einem seiner Schenkel das 
Lot im Scheitel gegeben ist 

9. Durch einen von drei gegebenen Punkten eine Gerade 
zu ziehen, welche durch die beiden andern Punkte von einer 
gegebenen Geraden harmonisch getrennt wird. 

10. Auf einer von drei gegebenen Geraden einen Punkt 
zu konstruieren, der durch die beiden andern Geraden von 
einem gegebenen Punkte harmonisch getrennt wird. 

23* 
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11. Durch einen gegebenen Punkt eine Glerade za 
ziehen^ welche durch den unzugänglichen Schnittpunkt von 
zwei gegebenen Geraden geht 

12. Den Schnittpunkt einer gegebenen Geraden mit der 
Verbindungslinie von zwei gegebenen Punkten zu bestimmen^ 
ohne die Verbindungslinie dieser Punkte zu ziehen. 

13. Wenn in der Ebene ein Parallelogramm g^eben 
ist, soll mit alleiniger Hilfe des Uneales 1) zu einer ge- 
gebenen Geraden durch einen gegebenen Punkt die Parallele 
gezogen werden^ 2) eine gegebene Strecke halbiert werden, 
3) eine gegebene Strecke verdoppelt oder verdreifacht werden. 

14. Die FuTspunkte der Halbierungslinien von zwei 
Innenwinkeln eines Dreiecks und der Fuispunkt der 
Halbierungslinie des AuTsenwinkels an der dritten Ecke 
liegen in einer Geraden. 

15. Die Fufspunkte der Halbierungslinien der Aulsen- 
winkel eines Dreiecks liegen in einer Geraden. 

16. Jede Höhe eines Dreiecks wird durch die End- 
punkte der zugehörigen Seite von der Verbindungslinie der 
Fufspunkte der beiden andern Höhen harmonisch getrennt. 

17. Die Höhen eines Dreiecks halbieren die Winkel 
des Dreiecks der Höhenfufspunkte. 

18. Der Schnittpunkt der Schenkel eines Trapezoids, 
der Schnittpunkt der Diagonalen und die Mittelpunkte der 
Grundlinien liegen in einer Geraden. 

19. Wird ein Punkt der Ebene mit zwei Ecken eines 
Dreiecks verbunden und auf jeder Verbindungslinie der Punkt 
bestimmt, welcher von jenem durch die zugehörige Ecke und 
deren Gegenseite harmonisch getrennt wird, so liegen die 
gefundenen Punkte mit der dritten Ecke des Dreiecks in 
einer Geraden. 

20. Wie lautet der reziproke Satz von Nr. 19? 

21. In jedem Dreieck sind harmonische Punkte: 1) die 
Endpunkte jeder Winkelhalbierenden und die auf ihr liegen- 
den Mittelpunkte von Berührungskreisen, 2) auf jeder Seite 
der Fuispunkt der Höhe, der Fuispunkt einer Winkel- 
halbierenden und die Berührungspunkte des Inkreises und 
des zu der Seite gehörigen Ankreises oder die Berührungs- 
punkte der nicht zu der Seite gehörigen Ankreise, je nach- 
dem jene Winkelhalbierende einen Innenwinkel oder einen 
Aufsenwinkel des Dreiecks halbiert 
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22. In jedem Dreieck ist: 

1) (b-ay^(b,±a,)(b,-a,) 

2) {b + ay^(b,±a,)(bi + aS) 

3) Astes— ?) = 2^^8 

23. Wenn zwei Strecken so auf einer Geraden liegen^ 
daTs das Quadrat über der Hälfte der einen gleich dem 
Kechteok aus den Abstanden ihres Mittelpunktes von den 
Endpunkten der andern ist^ so bUden die Endpunkte der 
Strecken eine harmonische Punktreihe. 

24. Ein Dreieck zu zeichnen aus: 

1) a + b, Ä8> Qi 2) a — 6, h^, q^ 3) a — 6, Äg, q 
4) a + & — c, Äg» ?8 5) c, Äg, öl 6) c, Ägj Q 7) c, h^, q^ 

8) Ws, Ö, es 9) Wi, Q, Qs 10) W,, Qi, Qi 11) Wi, öl, Q2 

12) Ws, Äs» 6 — öt 13) tvif hi, a + b 14) 6 — a, 6, — bj, ö 
15) 6 + a, 08+ ög, öl 16) b — üy ag — Og, ö$- 



Aohtsehntes Kapitel. 

Harmonische Eigenschaften des Kreises 
nnd Kreisverwandtschaft 



§ 51. Fol nnd Polare. 

1. {AB CD) seien harmonische Punkte^ P der Mittel- 
punkt von AB (Fig. 198). 

Aus yr-T = jyß folgt der Reihe nach: 

PA + PC PA-PC PA PC ^2 

PD + PA" PD — PA" PD" PA' ^^ =- ^^ • ^^• 

Da aus der letzten Gleichung auch umgekehrt die erste 
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Fig. 198. 



abgeleitet werden kann^ so werden durch die Gleichung 



:2 



PA^PB ^PC'PD 
die Punkte (AB CD) als harmonische gekennzeichnet 
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Wird durch A und B ein beliebiger Kreis gelegt, so er- 
giebt sich: Werden zwei Punkte durch einen Kreis harmonisch 
getrennt, so ist das Rechteck aus ihren Abstanden von dem 
Mittelpunkte der zugehörigen Sehne gleich dem Quadrat 
über der Hälfte dieser Sehne. 

Man ziehe nun durch einen Punkt P innerhalb des 
Kreises M den Durchmesser AB und die Sehne A'B' und 
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bestimme auf dem Durchmesser und auf der Sehne die 
Punkte Q und Q\ die von P durch den Kreis harmonisch 
getrennt werden (Elg. 199). Ist M der Mittelpunkt von A'B', 
so ergiebt sich: 
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MB' ^MP'MQ'=MP^(MP+PQ') 

= Wp\ MP - PQ\ 
In derselben Weise erhält man: 
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MB '=^MP +MP*PQ. 
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Folglich ist: 



MB — MB - r» — MB = MF — MP + MP'PQ 

-MP'PQ'. 

Da nun die Dreiecke MB'M und MPM die Kathete 
MM gemein haben, so ist: 
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r^ — MB'^MP —MPy 
also auch: 

PM^PQ^PM*PQ\ 

Die Punkte My M, Q und Q' liegen daher auf einem 
Kreise. Da aber 

jf::MMQ'^ 90^ 
ist, so ist auch: 

< MQQ'^ 900. 

Dreht sich nun die Sehne Ä'B' um den Punkt P, so be- 
wegt sich der von P durch den Elreis harmonisch getrennte 
Punkt Q* auf dem in Q auf MP errichteten Lote. Somit 
ergiebt sich: 

Der Ort für alle Punkte, die von einem ge- 
gebenen Punkte durch einen gegebenen Kreis 
harmonisch getrennt werden, ist eine Gerade, die 
auf dem Durchmesser durch den gegebenen Punkt 
senkrecht steht 

Dieser Ort heifst die Polare des Punktes P; P heilst 
der Pol seiner Polare. 

Wird P auTserhalb des Kreises M angenommen, so ist 
der Ort für alle Punkte, die von P durch den Eüreis harmo- 
nisch getrennt werden, eine Sehne des Kreises; doch wird 
auch in diesem Falle die 'durch die Sehne bestimmte Gerade 
die Polare von P genannt. 

Je nachdem ein Punkt auiserhalb oder innerhalb des 
Kreises liegt, wird dieser durch die Polare des Punktes in 
zwei Punkten oder in keinem Punkte geschnitten. 

Bewegt sich P in der Richtung nach B hin, bis er 
mit B zusammenfallt, so fallt auch der vierte harmonische 
Punkt zu Ä, B, P mit P zusammen, und die Polare von P 
geht in die Tangente über, die den Kreis in P berührt Der 
Pol einer Tangente ist somit ihr Berührungspimkt, und jeder 
Punkt der Kreislinie hat die zugehörige Tangente, als Polare. 
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Das Produkt aus den Mittelpunktsabstanden eines 
Punktes und seiner Polare ist gleich dem Quadrat des Radius. 

Alle Punkte^ die vom lifittelpunkte des Kreises durch 
diesen harmonisch getrennt sind^ liegen im Unendlichen. 
Damit für den Mittelpunkt des Kreises keine Ausnahme 
gemacht werden mufs, nehmen wir in der Ebene eine einzige 




Fig. 800. 

unendlich ferne Gerade an. Sie ist die Polare des Kreis- 
mittelpunktes nnd dieser ihr Pol. 

2. Werden durch den Punkt P zwei Sekanten AB 
und CD gelegt; so bestimmen ihre Schnittpunkte mit dem 
Kreise ein vollständiges Viereck (Fig. 200). Folglich werden 
die Punkte P und Q durch die Geraden A C und BD harmo- 
nisch getrennt. Die Strahlen JRP, RQ, RA und RB sind 
also harmonische Strahlen und (PUAB) sowie (PVCD) 
harmonische Punkte. Somit ist UV die Polare von P. Die 
Polare eines Punktes ist demnach mit alleiniger Hilfe des 
Lineales konstruierbar. 
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Dreht sich die Sekante CD um den Punkt P aufser- 
halb des Kreises M^ bis C mit dem Schnittpunkte J des 
Kreises und der Polare von P zusammenfallt, so fallt auch 

V mit J zusammen, somit auch der vierte harmonische zu P, 

V und Cy nämlich der Pnnkt D. Die Sekante geht also in 
eine Tangente über. Die Polare eines Punktes aufserhalb 
des Kreises schneidet demnach diesen in den Berührungs- 
punkten der durch den Punkt gehenden Tangenten^ sie ist 
die zu dem Punkte gehörige Berührungsehne. 




Fig. 101. 

3. Sei p die Polare von P, 8 irgend ein Punkt auf p^ 
8 die Polare von 8 (Fig. 201). Es ist: 

MF'MQ^M8' MV, 

da jedes dieser Produkte gleich r* ist. Folglich sind P, Q^ 
8 und V die Ecken eines Sehnenvierecks. Der Winkel PQS 
ist aber ein Rechter, also auch der Winkel PV8, mithin 
fällt PV mit s zusammen. Jeder Punkt der Greraden p hat 
demnach eine Polare, die durch den Pol P von p geht 

Geht man umgekehrt von einer Greraden s aus, die 
durch den Pol P der Geraden p geht, und ist MV der zu s 
senkrechte Durchmesser, so ist PQ8V ein Kreisviereck, 
mithin: j^^. j^^^ MP * MQ. 
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Da das letztere Produkt gleich r^ \s,t, so ist auch: 

also S der Pol von s. Jede Gerade, die durch P geht, hat 
also ihren Pol auf der Polare von p. Beide Ergebnisse 
können auch in folgender Weise ausgesprochen werden: 

Durchläuft ein Punkt eine Gerade, so dreht 
sich seine Polare um den Pol dieser Geraden. 
Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durch- 
läuft ihr Pol die Polare dieses Punktes. 

Wenn man zu zwei Punkten einer Geraden'^die Polaren 
zeichnet, so ist ihr Schnittpunkt der Pol der Geraden. Die 
Konstruktion des Poles einer Geraden kann somit auch mit 
alleiniger Hilfe des Lineales ausgeführt werden. 

Dieser Satz kann unter Umständen dazu benutzt werden, 
um zu beweisen, dais drei Punkte, deren Polaren bekannt 
sind, auf derselben Geraden liegen, oder dafs drei Gerade, 
deren Pole bekannt sind, durch denselben Punkt gehen. 

4. Wenn der gegebene Kreis in einen Kreis von unendlich 
kleinem Radius übergeht, so berücksichtige man, dafs das 
Produkt der Mittelpunktsabstände von Pol und Polare gleich 
dem Quadrat des Kadius, also gleich Null, sein mufs. Ist 
der Pol g^ben, so muis daher der Mittelpunktsabstand 
der Polare, und, wenn die Polare gegeben ist, der Mittel- 
punktsabstand des Poles gleich Null sein. Es ergiebt sich 
daher: Die Polare eines Punktes in Bezug auf einen Punkt 
ist das in dem letztem Punkte auf der Verbindungslinie 
beider errichtete Lot, und der Pol einer Geraden in Bezug 
auf einen Punkt, der nicht auf ihr liegt, ist der Punkt selbst. 

Ist P' der Schnittpunkt der Polare von P mit dem 
Durchmesser PM (Fig. 202), so ergiebt sich : 

JfP'. JfP=r2, 

mithin, wenn Q der Schnittpunkt des Kreises und der 
Geraden PM ist: 

oder nach geeigneter Umformung: 

_i 1 i 

QP' QP~r' 
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Wird r unendlich grofs^ 80 geht der Kreis in die Tangente in 

dem Punkte Q über, und — wird gleich null; also QP'=^ QP. 

T 

Die Polare eines Punkts bezüglich einer Greraden ist demnach 
der Rand eines Streifens, dessen Achse die gegebene Gerade 
ist, und dessen zweiter Band durch den gegebenen Punkt 
geht Der Pol einer Geraden g bezüglich einer Geraden i» 
ist der Schnittpunkt der Polaren von irgend zwei Punkten, 




Fig. aos. 



die auf g liegen. Da diese Polaren zu m parallel sind^ so 
folgt: Der Pol einer Geraden in Bezug auf eine gegebene 
Gerade ist der unendlich ferne Punkt der letztem. 



Übungen zu § 51. 

1. Zu einem gegebenen Punkte die Polare und zu 
einer gegebenen Geraden den Pol mit alleiniger Hilfe des 
Lineales zu ziehen. 

2. Von einem Punkte aus die Tangenten an einen 
gegebenen Kreis mit alleiniger Hilfe des Lineales zu ziehen, 
imd in einem gegebenen Punkte eines Kreises die Tangente 
zu konstruieren. 
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3. Wenn in der Ebene ein Kreis gegeben ist, so 
soll man mit alleiniger Hilfe des Lineales konstruieren: 
1) zu einer gegebenen Geraden das Lot durch einen 
gegebenen Punkt, 2) zu einer gegebenen Geraden die Parallele 
durch einen gegebenen Punkt, 3) zu einer gegebenen Strecke 
die Mittelsenkrechte, 4) von einem gegebenen Winkel die 
Halbierungslinie, 5) einen Winkel, der doppelt so grofs wie 
ein gegebener Winkel ist und mit diesem den Scheitel und 
einen Schenkel gemein hat. 

4. Die Pole von harmonischen Strahlen sind harmonische 
Punkte, und die Polaren von harmonischen Punkten sind 
harmonische Strahlen. 

5. Vier Punkte eines Kreises bilden ein vollständiges 
Viereck, in welchem jeder Schnittpunkt zweier Gegenseiten 
der Pol der Verbindungslinie der Schnittpunkte der beiden 
andern Paare von Gegenseiten ist. 

6. Zieht man in den Ecken eines Dreiecks die Tan- 
genten an den Umkreis und bringt jede von ihnen mit der- 
jenigen Tangente zum Durchschnitt, die den Umkreis im 
Mittelpunkte des zu der Gegenseite gehörigen Bogens berührt, 
so liegen die erhaltenen Schnittpunkte in einer Geraden. 

7. Zieht man in den Ecken eines Dreiecks die Tan- 
genten an den Umkreis und bringt jede von ihnen mit der- 
jenigen Tangente zum Durchschnitt, die den Umkreis in 
seinem Schnittpunkte mit der zu der Ecke gehörigen Mittel- 
linie (Höhe) berührt, so liegen die erhaltenen Schnittpunkte 
in einer Geraden. 

8. Vier Tangenten eines Kreises bilden ein vollständiges 
Vierseit, in welchem jede Verbindungslinie von zwei Gegen- 
ecken die Polare des Schnittpunktes der Verbindungslinien 
der beiden andern Paare von Gegenecken ist. 

9. Vier Punkte eines Kreises und die zugehörigen 
Tangenten bilden ein vollständiges Viereck und ein voll- 
ständiges Vierseit derart, dais auf jeder Verbindungslinie 
von Gegenecken des Vierseits zwei Schnittpunkte von 
Gegenseiten des Vierecks liegen, und durch jeden Schnitt- 
punkt von Gegenseiten des Vierecks zwei Verbindungslinien 
von Gegenecken des Vierseits gehen. 
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§ 52. Die direkte KreisTerwandtschaft. 

1. Zwei Punkte^ die die Endpunkte desselben Durch- 
meBsers eines Kreises harmonisch trennen, nennt man ver- 
wandte Puikte für den Kreis; dieser heilst die Basis der 
Verwandtschaft. 

Jedem Punkte der Ebene ist im allgemeinen ein ein- 
ziger Punkt verwandt; dem Mittelpunkte der Basis ist jeder 
Punkt im Unendlichen verwandt; alle Punkte im Unendlichen 
haben einen gemeinschafUichen verwandten Punkt , den 
Mittelpunkt der Basis; jeder Punkt auf der Basis ist sich 




Fig. 203. 

selbst verwandt Von zwei verwandten Punkten liegt jeder 
auf der Polare des andern. 

2. Sind P und ö verwandte Punkte (Fig. 203), so ist: 

Ist P', Q^ ein zweites Paar verwandter Punkte, so ist auch: 

MF". MQ'^ r\ mithin: JfP'. MQ'=^ MP- MQ. 

Somit liegen zwei Paare verwandter Punkte 
auf einem und demselben Kreise. 

Legt man durch ein Paar verwandter Punkte P und Q 
einen beliebigen Kreis K, und schneidet dieser einen be- 
liebigen Durchmesser der Basis in P' und Q% so ist: 

MP'MQ = MP''MQ\ 
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Da das erste Produkt gleich r^ ist, so ist auch: 

Jeder Kreis, der durch ein Paar verwandter Punkte 
geht, schneidet somit jeden Durchmesser der Basis 
in einem Paare verwandter Punkte. 




Fig. 804. 

3. Sei A der Schnittpunkt der Basis mit einem Kreise K, 
der durch ein Paar verwandter Punkte P und Q geht (Fig. 204), 

so ist: . 

MA = MPMQ, 

folglich ist MA eine Tangente des Kreises K. 

Schneidet die Centrale den Kreis K in R und fif, den 
Kreis M in U und F, so ist: 

MB'MS=^r\ 

Uf F, R, S sind also harmonische Punkte. Somit ist auch: 



KU'KV=KR ^KAy 

folglich ist KA eine Tangente des Kreises Jf . 

Da von den beiden Strecken MA und KA jede zu- 
gleich ein Radius des einen Kreises und eine Tangente des 
andern ist, so stehen MA und KA senkrecht aufeinander; 
die beiden Kreise schneiden sich also rechtwinkelig, jeder 
heifst ein Orthogonalkreis des andern. Jeder Kreis, 
der durch ein Paar verwandter Punkte eines 
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zweiten Kreises geht^ schneidet also diesen recht- 
winkelig. 

Geht man von zwei Kreisen M und K aus^ die 
sich rechtwinkelig schneiden^ so stehen die Radien^ die 
Dach demselben Schnittpunkte A gehen ^ aufeinander senk- 
recht; MA ist also eine Tangente von JST, und KA eine 
Tangente von M. Für irgend einen Durchmesser des 
Kreises Jf, der £* in P und Q schneidet^ gilt also die 
Beziehung: MP • MQ^r^; somit sind P und Q ver- 
wandte Punkte des Kreises üf. Jeder Orthogonalkreis 




Fig. ao6. 

eines Kreises schneidet also jeden Durchmesser 
dieses Kreises in verwandten Punkten. 

4. Wenn ein Punkt einen Durchmesser der Basis durch- 
läuft, so beschreibt sein verwandter Punkt denselben Durch- 
messer. 

Sei p eine beliebige Gerade, P ihr Pol, Q ein Punkt 
von p (Fig. 205). Der mit Q verwandte Punkt R liegt auf 
dem Durchmesser MQ und auf der Polare von Qj er ist 
also der Fulspunkt des von P auf MQ gefällten Lotes. 
Beschreibt nun Q die Gerade jp, so bleibt sein Verwandter 
Scheitel eines rechten Winkels, dessen Schenkel durch M 
und durch P gehen. Die Punkte der Geraden p sind 
also den Punkten des Kreises über dem Durchmesser MP 
beziehungsweise verwandt. Man sagt deshalb: Jeder Ge- 
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raden ist ein Kreis verwandt^ der den Abstand des 
Poles der Geraden von dem Mittelpunkte der Basis 
zum Durchmesser hat; jedem Kreise^ der durch 
den Mittelpunkt der Basis geht^ ist eine Gerade 
verwandt. 

Wenn die Gerade p die Basis schneidet^ so kennt 
man ohne weiteres drei Punkte des ihr verwandten Kreises. 
Schneidet ein Kreis ^ der durch den Mittelpunkt der Basis 
geht, die Basis^ so ist seine verwandte Gerade die gemein- 
schaftliche Sehne beider Kreise. 

Dafs zwei Gerade nur einen Schnittpunkt^ ihre ver- 
wandten Kreise aber zwei Schnittpunkte haben^ liegt daran^ 




Fig. S06. 

dals den unendlich fernen Punkten beider Geraden derselbe 
Punkt, nämlich der Mittelpunkt der Basis ^ verwandt ist 
Dem Schnittpunkte beider Geraden ist derjenige Schnittpunkt 
ihrer verwandten Kreise verwandt, der nicht mit dem 
Mittelpunkte der Basis zusammenfällt. 

5. Sei M die Basis einer Verwandtschaft, K ein Kreis, 
der nicht durch M geht (Fig. 206). Die Punkte A und JS, 
die von MK auf K ausgeschnitten werden, seien den 
Punkten A' und B' verwandt, der Punkt P des Kreises K 
dem Punkte P des Durchmessers üf P. 

Da MF . JfP« MA • MA' ist, so ist AA'PB ein 
Sehnenviereck, mithin 

^ PAB = A'^P. 

pflieger, Blementar« Planimetrie. 24 
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In ihnlioher Weise ergiebt sich: 

< PBÄ « JfP'J?'. 
Also folgt: 

< PÄB + PBÄ « A'RP+ MRB\ 

Die Supplementwinkel beider Summen sind also eben&lls 
gleich^ und da der eine, nämlich APB, ein Rechter ist^ so 
ist es auch der andere, nämlich A'P'B'. Beschreibt nun 
P den Kreis K, so bleibt sein Verwandter 2^ Scheitel 
eines^^ rechten Winkels, dessen Schenkel durch A' und B' 
)hen; somit beschreibt P' ebenfalls einen Kreis. Jedem 
ireise, der nicht durch den Mittelpunkt der Basis 
geht, ist also ein Kreis verwandt. 

Jeder Kreis, der durch ein Paar verwandter Punkte 
geht, wird von jedem Durchmesser der Basis in verwandten 
Punkten geschnitten; folglich ist jeder Orthogonalkreis der 
Basis sich selbst verwanm^ 

6. Wenn man von dem Mittelpunkte der Basis und den 
Punkten im Unendlichen absieht, so ist jedem Punkte der 
Ebene ein einziger Punkt verwandt; die Beziehung der 
Verwandtschaft ist eindeutig. Haben zwei Linien, die sich 
nicht ins Unendliche erstredken und nicht durch den Mittel- 
punkt der Basis gehen, gemeinschaftliche Punkte, so haben 
ihre Verwandten eine gleiche Anzahl von Punkten gemein. 
Wenn zwei Linien sich ins Unendliche erstrecken, so haben 
ihre Verwandten mindestens einen Punkt gemein, nämlich 
den Mittelpunkt der Basis. Gehen zwei Linien durch den 
Mittelpunkt der Basis, so hat jede der beiden verwandten 
Linien feinen Punkt im Unen(Uichen; berühren sich zwei 
£[reise im Mittelpunkte der Basis, so gehen ihre verwandten 
Geraden durch denselben Punkt im Unendlichen und sind 
daher parallel. 

Es seien p und q zwei beliebige Gerade, K^ und Kq 
ihre verwandten Kreise bezüglich der Basis Jf (Fig. 207). Die 
Kreise K^ und Kq schneiden sich in Jlf, ihre Tangenten 
in M stehen auf MKp und auf MKq beziehungsweise senk- 
recht und sind daher zu den Geraden p und q beziehungs- 
weise parallel. Mithin schneiden sich beide Kreise unter 
demselben Winkel wie die mit ihnen verwandten Geraden. 

Sind K^ und K^ zwei beliebige Kreise, die sich in A 
und B schneiden (Fig. 208), so gehen die verwandten Kreise K{ 
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und K2 durch die Punkte Ä^ und J5', welche mit A und B 
beziehungsweise verwandt sind. Zieht man durch A die beiden 
Tangenten t^ und t^ an die Kreise K^ und K^, so sind 
ihnen zwei Kreise Ti und Ti beziehungsweise verwandt, 
die in A' die Kreise Kl und K2 beziehungsweise berühren. 
Die Kreise Ti und Ti schneiden sich daher unter demselben 
Winkel wie die Kreise Ki und Ki. Dieser Winkel ist 
aber gleich dem Winkel der Tangenten t^ und t^, mithin 




auch gleich dem Winkel, unter dem die Kreise K^ und Ä^ 
sich schneiden. Somit ergiebt sich: Zwei Linien 
schneiden sich in jedem Schnittpunkte unter dem- 
selben Winkel, wie ihre Verwandten in dem ver- 
wandten Punkte; gehen zwei Linien weder durch 
den Mittelpunkt der Basis noch durch einen 
unendlich fernen Punkt, so ist die Anzahl ihrer 
Schnittpunkte gleich der Anzahl der Schnittpunkte 
ihrer Verwandten. 

24* 



\ 
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7. Es soll nun gezeigt werden ^ in welcher Weise die 
Kreisverwandtschaft zur Lösung von Aui^ben verwertet 
w^en kann. 
\: In Kapitel XIII wurde die Apollonische Berührungs- 
au%abe auf fünf Falle zurückgeführt^ die unter dem einheit- 
lichen Gesichtspunkte betrachtet werden können^ dais sich 




Fig. 908. 



unter den gegebenen Gebilden mindestens ein Punkt P 
befindet. Sei M der Mittelpunkt des gesuchten Kreises. 
Wählt man P als Mittelpunkt der Basis einer Kreis- 
verwandtschaft, so ist dem gesuchten Kreise eine Gerade 
verwandt. Je nachdem nun der gesuchte Kreis durch 
einen zweiten gegebenen Punkt Q gehen oder eine Gerade g 
berühren oder einen Kreis -K berühren soU, mufs seine ver- 
wandte Gerade durch den mit Q verwandten Punkt gehen 
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oder den mit g verwandten oder den mit K verwandten 
Kreis berühren. Diese verwandten Gebilde sind aber 







konstruierbar^ mithin auch die mit M verwandte Gerade^ 
schliefslich auch der Kreis M selbst. 

8. Auch zum Beweise von Lehrsätzen kann die Kreis- 
verwandtschaft benutzt werden. 
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In jedem Dreieck ABC (Pig. 209) ist bei Anwendung 
der üblichen Bezeichnungen: 

BA'^ CAi = 5 — 6, also auch MiA'= MiA^. 




Femer sind K^, J^ TTj, A^ also auch A^^ A'y Wi, H^ 
harmonische Punkte (§ 50, 5 u. 9), mithin: 



-2 



:2 



Beschreibt man nun um M^ den Kreis mit dem Radius Mi A^, 
so sind für diesen Kreis als Basis W^ und H^ verwandte 
Punkte. Da die Kreise J und K^ Orthogonalkreise des 
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Kreises M^ sind, so ist jeder derselben sich selbst ver- 
ivandt. Zieht man nun die zweite gemeinschaftliche innere 
Tangente B'C von J und -Kj, so bildet diese mit dem 
Dreieck und den Kreisen J und K^ eine symmetrische 
Figur, deren Achse JK^ ist; folglich schneiden sich BC 
und B'C auf der Achse, also in Wi. Der Geraden B'C 
ist ein Kreis verwandt, der durch M^^ und den mit W^ 
verwandten Punkt H^ geht, also ein Kreis, der mit dem 
Feuerbachschen Kreise zwei Punkte, M^ und fli, gemein 
hat. Die Identität beider Kreise wird bewiesen sein, wenn 
man zeigen kann, dafs sie in dem einen ihrer Schnittpunkte 
eine gemeinschaftliche Tangente besitzen. 

Da die Gerade BC sich selbst verwandt ist, so schneidet 
sie B' C und den mit B' C verwandten Kreis unter gleichen 
Winkeln; dieser Kxeis hat also in M^^ eine Tangente, die zu 
B' C parallel ist. 

In dem durch die Geraden UA^ B'C und AB be- 
stimmten Dreieck (Fig. 210) ist nun: 

< UAB'^ 90 — y und < CB'A = y, 

folglich steht B'C auf UA senkrecht. Andererseits steht 
die Tangente des Feuerbachschen Kreises im Punkte M^ auf 
dem Durchmesser MiHi des Feuerbachschen Kreises senk- 
recht, also auch auf der Geraden ÜA, die zu MiH{ parallel 
ist {UM^ ist gleich und parallel AHy), Somit ist die 
Tangente des Feuerbachschen Kreises im Punkte M^ zu 
B'C parallel. Der Feuerbachsche Kreis ist daher mit der 
Geraden B'C verwandt Da nun B'C die Kreise J 
und J^ berührt und jeder dieser Kreise mit sich selbst ver- 
wandt ist, so werden sie auch von dem Feuerbachschen 
Kreise berührt. Die Berührungskreise eines Dreiecks 
berühren also dessen Feuerbachschen Kreis. 

Übungen zu § 52. 

1. Durch einen gegebenen Punkt einen Kreis zu legen, 
der einen gegebenen Kreis rechtwinkelig schneidet und einer 
der folgenden Bedingungen genügt: 1) durch einen zweiten 
gegebenen Punkt geht, 2) einen gegebenen Radius hat, 
3) eine gegebene Gferade zum Durchmesser hat, 4) eine ge- 
gebene Gerade berührt, 5) einen gegebenen Kreis berührt, 
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6) auf einer gegebenen Geraden eine Sehne von gegebener 
Lange bestimmt 

2. Duroh einen gegebenen Punkt einen Kreis zu legen^ 
der zwei gegebene Kreise rechtwinkelig schneidet. 

3. Welche Beziehung mufs zwischen zwei Geraden be- 
stehen^ damit jeder ihrer verwandten Kreise bezüglich des 
andern sich selbst verwandt ist? 

4. Welche Geraden berühren ihre verwandten Kreise? 

5. Welche Lage haben zwei Gerade^ deren Verwandte 
gleich sind? 

6. Welche Lage haben zwei Gerade, wenn die Inhalte 
oder die Umfange ihrer Verwandten sich wie p : q verhalten? 

7. Welchen W^ beschreibt ein Punkt, dessen Ver- 
wandter die Seiten eines Vielecks durchl^ift? Welche 
Winkelbeziehungen gelten für das Vieleck und seine ver^ 
wandte Figur? 

8. Einen Kreis zu zeichnen^ der durch einen gegebenen 
Punkt geht und einer der folgenden Doppelbedingungen 
genügt: 1) zwei gegebene Gerade berührt, 2) eine g^ebene 
Gerade und einen gegebenen Ejreis berührt, 3) zwei g^ebene 
Kreise berührt, 4) eine gegebene Gerade unter einem ge- 
gebenen Winkel und einen gegebenen Kreis unter einem 
andern gegebenen Winkel schneidet. 

9. Einen Eü:eis durch zwei gegebene Punkte zu legen, 
der eine gegebene Gerade oder einen gegebenen Kreis be- 
rührt oder eine gegebene Gerade oder einen gegebenen 
Kreis unter einem g^benen Winkel schneidet. 

10. Für alle Punkte der Basis sind die Veihaltnisse 
der Abstände von zwei gegebenen verwandte Punkten 
einander gleich. 

11. Das Verhältnis aus dem Quadrat des Abstandes 
zweier Punkte und dem Rechteck aus ihren Abständen von 
dem Mittelpunkte der Basis ist gleich dem entsprechenden 
Verhältnis für ihre verwandten Punkte. 

12. Der Abstand zweier Punkte verhält sich zu dem 
Abstände ihrer Verwandten wie das Rechteck aus den Mittel- 
punktsabständen jener Punkte zum Quadrat über dem Radius 
der Basis. 

13. Konstruiert man zu drei Punkten Ay B und C, die 
auf einer Geraden liegen, die verwandten Punkte A'j B' 
und C bezüglich der Basis My so kann mit Hilfe des 
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vorigen Satzes gezeigt werden, dafs die Beziehung 
AC=:^ÄB + BC für die Punkte M, A\ B', C den 
Ftolemäischen Lehrsatz ausspricht. (Man multipliziere die 

GleichuBg mit jg^j-^-^^.) 

14. Welcher Beziehung müssen die Punkte einer Geraden 
genügen, damit ihre Verwandten ein gleichseitiges Dreieck 
bestimmen? 

15. Welcher Beziehung müssen vier Punkte einer 
Geraden genügen, damit ihre Verwandten die Ecken eines 
Quadrats sind? 

16. Alle Kreise, welche durch einen gegebenen Punkt 
gehen und einen gegebenen Kreis unter einem gegebenen 
Winkel schneiden, berühren einen und denselben Kreis. 
(Man betrachte den gegebenen Punkt als Mittelpunkt der 
Basis einer Kreisverwandtschaft.) 

17. Wenn zwei sich berührende Kreise sich so ver- 
schieben, dafs sie auch zwei feste Oerade berühren, so ist 
der Ort für den gemeinschaftlichen Punkt beider Kreise die 
Achse des durch die festen Oeraden bestimmten Streifens 
oder Winkels. Welcher Satz kann hieraus mit Hilfe der 
Kreis Verwandtschaft abgeleitet werden? 

18. 'Wo schneiden sich die gemeinschaftiiohen äufsem 
Tangenten von verwandten Kreisen? 

19. Einen Kreis zu zeichnen, för den zwei gegebene 
Kreise oder ein gegebener Kreis und eine gegebene (Gerade 
verwandt sind. 

20. Durch einen gegebenen Punkt einen Kreis zu legen, 
bezüglich dessen von zwei gegebenen Kreisen jeder sich 
selbst verwandt ist. 

21. Für eine gegebene Basis zwei verwandte Punkte 
von g^benem Abstände zu finden. 

22. Um einen gegebenen Punkt einen Kreis zu be- 
schreiben, bezüglich dessen einem gegebenen Kreise ein Kreis 
von gegebenem Durchmesser verwandt ist. 

23. Unter welcher Bedingung sind in Bezug auf eine 
gegebene Basis zwei gegebene Kreise zwei gleichen Kreisen 
beziehungsweise verwandt? 

24. Unter welchen Bedingungen sind die Verwandten 
von zwei gegebenen Kreisen konzentrisch? 



378 XVIII. HarmoDische Eigenschaften des Kreises etc. 

§ 53. Die Inrerse Kreisrerwandtscliaft. 

1. Die Punkte auf einem Durchmesser des gegebenen 
Kreises M können auf zwei Arten so gepaart werden, dafs 
für die Punkte jedes Paares das Rechteck aus den Mittel- 
punktsabstanden gleich dem Quadrat des Radius ist. Er- 
folgt die Zuordnung so, dafs die Punkte jedes Paares nicht 
durch den Mittelpunkt des gegebenen Kreises getrennt 
werden, so sollen die Punkte desselben Paares direkt ver- 
wandt heifsen; werden die Punkte jedes Paares durch den 
Mittelpunkt getrennt, so nennen wir sie invers verwandt. 




Fig. Sil. 

Die Zuordnung ist im allgemeinen eine eindeutige. 
Eine Ausnahme bilden die unendlich fernen Punkte der 
Ebene, die in dem Mittelpunkte der Basis einen gemein- 
schaftlichen Verwandten besitzen, und der Mittelpunkt der 
Basis, der unzählig viele Verwandte besitzt, nlünlich die 
unendlich fernen Punkte der Ebene. Jedem Punkte der 
Basis ist der andere Endpunkt seines Durchmessers verwandt. 

2. Sei A ein Schnittpunkt der Basis M mit einem 
Kreise, der durch ein Paar invers verwandter Punkte P 
und Q geht (Fig. 211). Es ist dann: 
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folglich MA die Hälfte der kleinsten Sehne, die in dem 

Kreise K durch den Punkt M geht. Ist AB die kleinste 
Sehne selbst^ so folgt: 



MA=MA'MBy mithin: Jf JS = Jf ^ = r. 

Der Punkt B ist also der zweite Schnittpunkt der Kreise 
m und Ky und es ergiebt sich: Jeder Kreis^ der durch 
ein Paar invers verwandter Punkte eines zweiten 
Kreises geht^ schneidet diesen unter einem Durch- 
messer. 

Ein Kreis^ der einen zweiten Kreis unter einem Durch- 
messer schneidet^ soll ein Diametralkreis desselben heifsen. 

Sei K ein Diametralkreis von M, so gilt für jeden 
Durchmesser von M, der JK" in P und Q schneidet^ die 
Beziehung: MP-MQ^rK 

Die Punkte P und Q sind demnach invers verwandt, und es 
folgt: Jeder Diametralkreis eines Kreises schneidet 
jeden Durchmesser desselben in einem Paare invers 
verwandter Punkte. 

3. Die früher abgeleiteten Gesetze bleiben für die 
inverse Verwandtschaft bestehen. Wir beschranken uns 
daher darauf, die Ableitung jener Gesetze und die sinn- 
gemafse Übertragung des angegebenen Übungstoffes auf die 
inverse Verwandtschaft als nützliche Übung zu empfehlen. 



NeuuEehntes Kapitel. 

Die doppelte Verwandtschaft zweier Kreise. 



§ 54. Ähulichkeitspunkte, -strahlen und - Echsen. 

1. Wenn von zwei Kreisen M^ und M^ keiner den 
andern schneidet und keiner innerhalb des andern Uegt, so 
haben sie zwei Paare gemeinschafUicher Tangenten^ zwei 




Fig. SIS. 



äulsere und zwei innere (Fig. 212). Aus Gründen der 
Symmetrie liegt sowohl der Schnittpunkt A der äufsem als 
auch der Schnittpunkt J der innem auf der Centrale beider 
Kreise. 
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Sind Bi und B2 die Berührungspunkte einer äufsem^ 
Ci und C, die einer innem Tangente, so ist: 

mithin; 

^^==!a und ^^ = !l 

also: 

d.h. die Mittelpunkte zweier Kreise und die Schnitt- 
punkte von je zwei gleichartigen gemeinschaft- 
lichen Tangenten sind harmonische Punkte. 

Liegen die Kreise M^ und M2 so, dafs sie weniger als 
vier gemeinschaftliche Tangenten oder gar keine haben, so 
giebt es nichtsdestoweniger zwei Punkte A und J, die die 
Mittelpunkte der gegebenen Kreise im Verhältnis der Sadien 
harmonisch trennen. Jede Gerade, die die Endpunkte von 
gleichgerichteten Radien verbindet, geht durch A) und J 
wird auf der Centrale durch jede Gerade bestimmt, die die 
Endpunkte von entgegengesetzt gerichteten Radien verbindet. 
Man nennt A den äufsern, «7 den innem Ahnlichkeits- 
punkt der beiden Kreise. 

Wenn jzwei Kreise sich berühren, so ist der Berührungs- 
punkt ein Ähnlichkeitspunkt: der innere bei ausschliefsender 
Berührung, der äuTsere bei einschUefsender. 

Jede durch einen Ahnlichkeitspunkt gelegte Gerade 
keifst Ähnlichkeitstrahl. Zu den Ahnlichkeitstrahlen 
gehören auch die gemeinschaftlichen Tangenten beider Kreise. 
Jeder andere Ahnlichkeitstrahl schneidet entweder keinen 
der beiden Kreise oder jeden von ihnen in zwei Punkten. 

Unter den vier Schnittpunkten eines Ähnlichkeitstrahles 
mit den beiden Kreisen giebt es zwei Paare, die Endpunkte 
von parallelen Radien sind, und zwei Paare, die Endpunkte 
von antiparallelen Radien beider Kreise sind (Fig. 213). Die 
Endpunkte paralleler Radien heifsen entsprechend, die 
Ekidpunkte antiparalleler Radien nennt man nicht ent- 
sprechende Punkte der beiden E[reise für den auf ihrer 
Verbindungslinie liegenden Ähnlichkeitspunkt. Entsprechende 
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XIX. Die doppolte VerwsDdtachmft zweier Ereiie. 



Punkte sind: J^JS,, C^ C„ AA^ ^1^2; nicht ent- 
sprechende: BiC^, Cji?,, D^E^y EyD^. 

Die Centrale ist ein Ahnlichkeitstrabl für jeden der 




^^^en Ahnlichkeitspunkte. Ihre Schnittpunkte mit den 
beiden Kreisen können daher auf zwei Arten gepaart werden: 
zwei entsprechende für den einen Ahnlicbkeitspunkt sind 
nicht entsprechende für den andern. 
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2. Es seien B^B^y C^C^y BiB^^ ^i^t vier Paare 
entsprechender Punkte der I^eise M^ und M^ auf zwei 
äufsem Ahnlichkeitstrahlen (Fig. 214). 




Da -r-~ = -i = -^- ^ ist (AM^ C^ co AM^ C^ u. s. w.), so 



folgt: 



AC^EiooAC^Et, mithin: ^i ACiEi = AC^Ei. 
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XIX. Die doppelte Verwandtsduift zweier Kreise. 



Letzterer Winkel ist aber in dem Sehnenviereck B^C^E^D^ 
dem Innenwinkel an der Gegenecke Dj gleich, foIgUch ist 
auch in dem Viereck CiB^D^Ei ein Auisenwinkel dem 



s 




\ 



Innenwinkel an der Gegenecke gleich. Die Ecken des letzt- 
genannten Vierecks liegen daher auf einem Kreise. 

Liegen die betrachteten Punkte auf innem Ahnlichkeit- 
strahlen (Fig. 215), so ergiebt sich die Gleichheit der Winkel 
JC^Ei und JD^B^ in ähnlicher Weise wie vorhin. Da 
deren Schenkel durch die Punkte Ei und B^ gehen, so 
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liegen die vier Punkte Ci, E^ B2, D^ wieder auf einem 
Kreise K. Im ersten Falle ist: 

^M,C^B, = M,B^C^ und ^KC^B^=^ KB,C,, 




M 



folglich: 



^M.C^K^M^B^K 



Der . Kreifi K schneidet daher Mi und Mo unter gleichen 
Winkeln. 



Pflieger, Elementare Planimetrie. 
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XEL Die doppelte VerwandtschAft zweier Kreise. 



Im zweiten Falle ergiebt sich, dafs M^C^K und iS^B^K 
Supplementwinkel sind^ dafs also K die Kreise M^ und JM^ 
unter Supplementwinkeln schneidet 

Je zwei Paare nicht entsprechender Punkte 
für denselben Ahnlichkeitspunkt liegen daher auf 
einem Kreise, der die gegebenen unter gleichen 
Winkeln oder unter Supplementwinkeln schneidet, 
je nachdem die JPunktpaare auf den äufsern oder 
auf den innern Ahnlichkeitspunkt bezogen sind. 




Flg. 217. 

Der Satz bleibt bestehen für zwei Paare nicht ent- 
sprechender Punkte, die auf demselben Ahnlichkeitstrahle 
liegen, da ja dieser als Kreis von unendlich grofsem Kadius 
au^efafst werden kann. 

3. Es seien B^B^ und G^ Cg entsprechende Punkte der 
Kreise M-^ und M^ auf demselben Ahnlichkeitstrahle; K ein 
Kreis, der durch ein Paar nicht entsprechender Punkte Cj 
und B^ geht und die Kreise M^ und M^ aufserdem in X 

^ schneidet (Fig. 216 u. 217). 



11V»^ 
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Es ist dann: 

•^ KCl -^ — ^^ Gl 

^KXY=KTX 

^MiXK^MiCiK 

^MtYK=MtB,K 

Wenn J?^ C, durch den äufsem Ahnlichkeitspunkt geht 
(Fig. 216); so folgt aus den beiden ersten Gleichungen: 

folglich: 

^M^XK^M^YK und ^M^XY:^M^YX. 

Die Badien XM^^ und YM^ sind daher antiparallel; und 
die Gerade X F ist ein Ahnlichkeitstrahl. 

Geht Bi C^ durch den innem Ahnlichkeitspunkt (Fig.217); 
so erhält man: 

mithin auch: 

^Mj^XK+ M^ YK^ 2R und ^M^XY+ M^ YX^2R. 

Die Badien XM^ und YM^ sind daher antiparallel und 
XF ist ein ÄhnlichkeitstrahL E^ folgt daher der Satz: 
Jeder Ereis; der durch zwei nicht entsprechende 
Punkte zweier Kreise geht, schneidet diese in 
einem zweiten Paare nicht entsprechender Punkte 
für denselben Ähnlichkeitstrahl; mithin unter 
gleichen Winkeln oder unter Supplementwinkeln. 

4. Die Geraden M^ C^ und M^B^ bestimmen mit C^B^ 
ein gleichschenkeliges Dreieck; der Schnittpunkt von M^ C^ 
und M^B^ ist also Mittelpunkt eines Kreises; der Mi und 
M^ in den Punkten C^ und B^ berührt (Fig. 218 u. 219). 
Umgekehrt; wenn die Kreise M^ und M^ durch einen Kreis 
X in X und Y berührt werden, so sind die Radien M^X 
und M^ Y antiparallel; mithin ist dann XY ein Ahnlichkeit- 
strahl. Durch jedes Paar nicht entsprechender 
Punkte zweier Kreise geht daher ein KreiS; der 
die gegebenen gleichartig oder ungleichartig be- 
rührt; je nachdem jene Punkte auf einem äufsern 
oder einem innern Ahnlichkeitstrahle liegen. 

26* 
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XIX. Die doppelte Venrandtachaft zweier Ktmm. 



Die Tangenten in zwei nicht entsprechenden Punkten 
zweier Kreise sind auch Tajigenten des zugehörigen Be- 




Fig. 818. 



rührungskreises, also einimder. gleich. ! Ihr Schnittpunkt ist 
daher der Mittelpunkt eines Orthogonalkreises d^: ge- 
gebenen / Eo^eise. 

5. Da je zwei Paare nicht entsprechender Punkte für 




Flg 219. 
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denselben Ahnlichkeitspunkt auf einem Kreise liegen, so sind 
für alle solche Paare nicht entsprechender Punkte die Recht- 
ecke aus den Abständen von dem zugehörigen Ahnlichkeits- 
punkte einander gleich. 




0« 



Sind Bi und Cg zwei nicht entsprechende Punkte für 
den äufsem Ahnlichkeitspunkt (Fig. 220 u. 221), so kann 
eine Strecke ra konstruiert werden, die der Bedingung 
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XIX. Die doppelte Verwandtscbaft zweier Kreise. 



Beschreibt mao um A den Kreis mit dem Radius Vay so 
sind sowohl B^ und C^ als auch je zwei andere nicht ent- 







sprechende Punkte der Kreise M^ und Jfg bezuglich des 
Kreises A direkt verwandt; die Kreise M^ und Jfg sind 
also verwandte Kreise bezüglich der Basis A, Jeder Kreis^ 
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der durch ein Paar nicht entsprechender Punkte von M^ 
und M2 geht, schneidet den Kreis A rechtwinkelig, und 
umgekehrt: jeder Orthogonalkreis von A^ der die Kreise M^ 
und M, schneidet, bestimmt auf ihnen zwei Paare nicht 
entsprechender Punkte und schneidet sie unter gleichen 
Wiokeln. 

Wenn die Kreise M^ und M^ sich schneiden, so 
geht der Kreis A durch ihre Schnittpunkte, von denen ja 
jeder ein Paar nicht entsprechender Punkte der Kreise M^ 
und M2, also ein sich selbst verwandter Punkt des Kreises A 
ist. Der Kreis A heifst die äufsere Basis der Kreise M^ 
und üfj. 

Wenn Bi jand Cg zwei nicht entsprechende Punkte 
für den innem Ahnlichkeitspunkt der gegebenen Kreise sind 
und diese sich schneiden, so gelangt man zu einem Kreise 

um «7", dessen Radius r^ durch die Bedingung rj == JB^ • JC^ 
bestimmt wird. Die Kreise M^ und M^ sind bezüglich des 
Kreises J direkt verwandt, dieser heilst die innere Basis 
der gegebenen Kreise. Dem ersten Falle gegenüber besteht 
der einzige Unterschied darin, dafs die Orthogonalkreise 
der innem Basis die gegebenen Kreise unter Supplement- 
winkeln schneiden. 

Haben die Kreise M^ und M^ keinen Punkt gemein, 
so werden je zwei nicht entsprechende Punkte durch J 
getrennt; je zwei solcher Punkte sind also für die Basis J 
invers verwandt. Jeder Kreis, der durch zwei nicht ent- 
sprechende Punkte für den innem Ahnlichkeitspunkt geht, 
schneidet daher die innere Basis unter dem Durchmesser. 
Umgekehrt bestimmt jeder Kreis, der J unter dem Durch- 
messer und auch M^ und M^ schneidet, auf den letztem 
Kreisen zwei Paare nicht entsprechender Punkte für den 
innem Ahnlichkeitspunkt. 

Zwei Kreise können also auf zwei Arten als 
verwandt betrachtet werden; wenn sie sich schnei- 
den, so sind beide Verwandtschaften direkt; 
schneiden sie sich nicht, so ist die eine Verwandt- 
schaft invers. 

6. Sei M der Kreis, der den Abstand der Ahnlichkeits- 
punkte der Kreise M-^ und M^ zum Durchmesser hat (Fig. 222), 
P ein beliebiger Punkt auf diesem Kreise. 



392 



XIX. Di« doppelte Verwandtiohaft zweier Kreise. 



Die Strahlen, die von Paus die Punkte M^^ M^, Jy A 
projizieren; sind harmonisohe Strahlen. Da nun PJ und PA 
aufeinander senkrecht stehen , so ist M ein ApoUonischer 







Kreis des Dreiecks M^M2P] der Kreis M also der Ort für 
alle Puükte, für die das Verhältnis der Abstände von den 
Mittelpunkten der gegebenen Kreise gleich dem Verhältnis 
ihrer Radien ist. 
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Ist nun BiC^ der zu PMi, B^C^ der zu PM^ senk- 
rechte Durchmesser, so ist: 

PMiBicoPM^B^, 




folglich: 
also auch: 



^B^PM^^B,PM,, 



Ist umgekehrt P ein Punkt der Ebene, von dem aus die 
zu seinen Mittelpunktsabstanden senkrechten Durchmesser 
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der Kreise M^ und M^ unter gleichen Winkeln gesehen 
werden, so ergiebt sich wieder die Ähnlichkeit der recht- 
winkeligen Dreiecke PM^Bi und PM^B^j also auch: 

PM^^f\ 
PM, r, • 

Der Punkt P liegt somit auf dem Kreise, der ÄJ zum 
Durchmesser hat. Der Kreis, der den Abstand der 
Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise zum Durch- 
messer hat, ist also der Ort für alle Punkte, von 
denen aus die zu ihren Mittelpunktsabständen 
senkrechten Durchmesser unter gleichen Winkeln 
gesehen werden. 

7. Wenn die Kreise M^ und M^ sich nicht schneiden, 
so liegt jeder Punkt des vorigen Kreises M aulserhalb der 
Kreise M^ und M^ (Fig. 223). Zieht man von einem 
Punkte P von M aus die Tangenten PBi und PC^ an M^ 
und die Tangenten PB^ und PC^ 9n M^, so ist wieder: 

PB^Mi^coPB^M^, 
mithin: 

^B^PM^^B^PM^ und ^B^PC^^ B^PC^. 

Umgekehrt kann auch wieder bewiesen werden, dals jeder 
Punkte von dem aus die Kreise M^ und Jtf^ unter gleichen 
Winkeln gesehen werden, auf dem Kreise M liegt Der 
Kreis, der den Abstand der Ahnlichkeitspunkte 
zweier Kreise zum Durchmesser hat, ist somit auch 
der Ort für alle Punkte, von denen aus beide Kreise 
unter gleichen Winkeln gesehen werden. 

8. Jeder Ahnlichkeitstrahl der Kreise M^ und M^ 
wird von diesen unter gleichen Winkeln geschnitten. Werden 
zwei Ahnlichkeitstrahlen gezogen, die von den Kreisen be- 
ziehungsweise unter den Winkeln a und ß geschnitten werden, 
und fällt man von den Mittelpunkten aus die Lote auf die 
Strahlen, so ist (Fig. 224): 

M^E^Q,cs.M^E^Q^ und M^C.P^cs, M^P^C^, 

mithin : 

M^Q^ r^ M^P^ M^P^ Jf,P, 
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Die Verhältij^se der Abstände der Kreismittelpunkte von 
den beiden Ahnlichkeitstrahlen sind also gleich. 

Ist nun M ein Punkte för den das Verhältnis der Abstände 
von den gegebenen Geraden AB^ und AD^ gleich dem 
entsprechenden Yerhältnis für den Punkt Mi ist, so liegt 
entweder M auf der Geraden M^M^y oder die Strahlen 
AMi und AM werden durch die gegebenen Geraden hanno- 
nisch getrennt. Zieht man durch einen solchen Punkt M 
die Parallelen zu M^C^ und M^E^^ sowie die Lote zu AS^ 
und AD^y so ist: 

MPGcoMiPiCi und MQEcoMiQiEi, 

mithin: 

MF ^ MC , MQ ME 

M^Pi M^C^ MiQ^~^ M^Ei' 

Da aber nach Voraussetzung -=-=rpi = -^tf-pt ist, so ereiebt sich 
weiter: ^« ^i«i ^ 

MC ME , ,^^ T^j. 
irr-TT^irrrr und MC^ME. 
Ml Ci Mi^Ei^ 

Der Kreis um M mit dem Kadius MC geht also durch E 
und schneidet die Geraden AB^ und AD^ beziehungsweise 
unter den Winkeln a und ß. So ergiebt sich der Satz: 
Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, die 
zwei gegebene Gerade unter je einem gegebenen 
Winkel schneiden, wird durch zwei Gerade ge- 
bildet, die die gegebenen harmonisch trennen. 

Konstruiert man den Ort für die Mittelpunkte aller 
Kreise von gegebenem Radius, die die eine Gerade unter 
dem Winkel a schneiden, und den Ort für die Mittelpunkte 
aller Kreise von demselben Radius, die die andere Gerade 
unter dem Winkel ß schneiden, so bestimmen beide Orte 
ein Parallelogramm, dessen Diagonalen den gesuchten 
Ort bilden. 

9. Sind drei Kreise Jf^, Jfcfg, Jfg gegeben, so werden 
die Ahnlichkeitspunkte von je zweien durch die Punkte A 
und J unter Anhängung von Zeigern bezeichnet, die die 
Nummern der zugehörigen Kreise angeben, nämlich: A^^, 

^12 > -^13 > «'IS^ -^8> «'23' 

Wenn man durch einen Ahnlichkeitspunkt einen be- 
liebigen Strahl zieht, so ist das Verhältnis seiner Abstände 
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von den Kreismittelpunkten gleich dem Verhältnis der 
Kadien. Umgekehrt, wenn für eine Gerade das Verhältnis 
der Mittelpunktsabstände gleich dem Verhältnis der Kadien 
ist, so ist sie ein Ahnlichkeitstrahl. 

Fällt man nun von den Mittelpunkten M^, M^ und M^ 
aus die Lote %, a,, Og auf die Gerade ÄnÄit und die 
Lote fei, feg, feg auf die Gerade Äi2J2By so ist (Fig. 225): 

^^^ ^^!J: h^T^ und -*^ = ^. 
Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich: 

aus den beiden letzten: 

folglich sind die Geraden J^i2 -^ig und J.12 J28 auch Ahnlich- 
keitstrahlen für die Kreise M2 und M^, bezw. ilf^ und M^. 
Die drei äufsern Ahnlichkeitspunkte von drei Krei- 
sten liegen also in einer Geraden, und jeder äufsere 
Ahnlichkeitspunkt liegt mit den beiden nicht zu- 
gehörigen innern ebenfalls in einer Geraden. 

Jede dieser Geraden nennt man eine Ahnlichkeits- 
achse der gegebenen Kreise. 

10. Wenn man auch Kreise von unendlich kleinem 
oder unendlich grofsem Badius zuläTst, so können folgende 
Fälle unterschieden werden: 1) beide Kreise sind Punkte, 
2) der eine ist ein Punkt, der andere ein Kreis oder eine 
Gerade, 3) der eine ist eine Gerade, der andere ein Kreis 
oder ebenfalls eine Gerade. 

Da die Ahnlichkeitspunkte die Mittelpunkte harmonisch 
im Verhältnis der Radien trennen, so ist: 



und 



wenn r^^ r^ vorausgesetzt wird. Es folgt: 

ÄM^^M^M,'^^^^— und JM^^M^M^' ^' 



^1 — ^2 ^2 + n 
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Im ersten Falle ist rj^=::r^:=^ 0. Die Werte für Ä M^ und 

JM^ nehmen also die Form ^ an und werden unbestimmt. 

Zwei Punkte haben also keine Ahnlichkeitspunkte. 

Im zweiten Fall ist entweder r^ =» und r, 4= oder 
ri = und ^j — oo. In beiden Fallen ist AM^^O und 
JM^ =» 0. Die Ähnlichkeitspunkte eines Punktes und eines 
Kreises oder eines Punktes und einer Geraden fallen also 
beide mit dem gegebenen Punkte zusammen. 

Im dritten Falle berücksichtige man^ dafs jeder Ahn- 




'<x» 



Flg. Me. 

lichkeitstrahl die gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln 
schneidet. 

Sind nun zwei Gerade gegeben (P^. 226), so werden 
diese unter gleichen Winkeln geschnitten von allen Geraden, 
die mit den gegebenen ein gleichschenkeliges Dreieck be- 
stimmen. Diese Geraden sind aber zu den Halbierungs- 
linien der Winkel der gegebenen Geraden beziehungsweise 
parallel. Die Ahnlichkeitspunkte von zwei Geraden sind 
also die unendlich fernen Punkte auf den Halbierungslinien 
ihrer Winkel. 
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XIX. Die doppelte Verwaadtsohafk zweier Kreise. 



Geht von den gegebenen Kreisen nur der eine. in eine 
Gerade über (Fig. 227), so muls der Kreis von jedem 
Ahnlichkeitstrahle so geschnitten werden^ dafs die Tangente 




Fig. S87. 



im Schnittpunkte zu der gegebenen Geraden parallel ist 
Die Ahnlichkeitspunkte eines Kreises und einer Geraden 
sind daher die Endpunkte des auf der Geraden senkrechten 
Durchmessers. 

Übungen zu § 54. 

1. Welches sind die Ahnlichkeitspunkte von zwei 
gleichen Kreisen? 

2. Welches sind die Ahnlichkeitspunkte für den Um- 
kreis eines Dreiecks und seinen Feuerbachschen Kreis? 

3. Die Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise mit alleiniger 
Hilfe des Lineales zu zeichnen. 

4. Die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise mit 
alleiniger Hilfe des Lineales zu ziehen. 

5. Einen Ahnlichkeitstrahl zweier Kreise zu zeichnen; 
der diese unter einem gegebenen Winkel schneidet. 

6. Alle Kreise, die durch einen gegebenen Punkt gehen 
und zwei gegebene Kreise in nicht entsprechenden Punkten 
für denselben Ahnlichkeitspunkt schneiden^ haben einen 
zweiten Punkt gemein. Wenn der erste gegeben ist, den 
zweiten zu konstruieren. (Jene Kreise sind Orthogonal- 
kreise einer Basis der gegebenen Kreise. Siehe § 52, 3.) 
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7. Alle Kreise, welche zwei gegebene in nicht ent- 
sprechenden Punkten für denselben Ahnlichkeitspunkt 
schneiden und einen zu£ceh5ri£:en Ahnlichkeitstrahl be- 
rubren, berOhren diesen in demslben Punkte. 

8. Welches ist der Ort für die Berührungspunkte aller 
Kreise, die zwei gegebene in nicht entsprechenden Punkten 
für denselben Ahnlichkeitspunkt schneiden, mit der Gesamt- 
heit der Geraden, die durch diesen ÄhnUchkeitspunkt hin- 
durchgehen? 

9. Einen Kreis zu zeichnen, bezüglich dessen zwei 
gegebene Kreise verwandt sind. 

10. Durch einen gegebenen Punkt einen Kreis zu 
legen, der zwei gegebene Kreise unter einem gegebenen 
Winkel schneidet. (Nr. 6 und § 52, Übung Nr. 9.) 

11. Durch zwei gegebene Punkte einen Kreis zu legen, 
der zwei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln oder 
unter Supplementwinkeln schneidet. 

12. Durch einen gegebenen Punkt einen Kreis zu 
legen, der eine gegebene Gerade berührt und zwei gegebene 
Kreise unter gleichen Winkeln oder unter Supplement- 
winkeln schneidet. 

13. Einen Punkt zu finden, von dem aus drei gegebene 
Kreise unter gleichen Winkeln gesehen werden. 

14. Wieviel Schnittpunkte werden durch die drei Kreise 
bestimmt, deren Durchmesser die Abstände der Ahnlichkeits- 
punkte von je zwei unter drei gegebenen Kreisen sind? 

15. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene Gerade 
unter je einem gegebenen Winkel schneidet und durch einen 
gegebenen Punkt geht. (Man bestimme auf einem andern 
Kreise, der die gegebenen Geraden unter den vorge- 
schriebenen Winkeln schneidet, den entsprechenden Punkt 
zu dem gegebenen Punkte.) 

16. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene Gerade 
berührt und durch einen gegebenen Punkt geht. 

17. Einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene Gerade 
berührt und durch zwei gegebene Punkte geht. 

18. Einen Kreis zu zeichnen, der jede von drei ge- 
gebenen Geraden unter einem gegebenen Winkel schneidet. 

19. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu 
ziehen, für die das Verhältnis der Abstände von zwei ge- 
gebenen Punkten vorgeschrieben ist. 

Pflieger, Elementare Planimetrie. 26 
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20. Eine Gerade zu ziehen, deren Abstände von drei 
gegebenen Punkten sich wie drei gegebene Strecken 
verhalten. 

21. An einen g^benen Kreis eine Tangente zu ziehen, 
für die das Verhältnis der Abstände von zwei gegebenen 
Punkten vorgeschrieben ist. 

22. Die Radien der äufsem und der innem Basis von 
zwei gegebenen Kreisen und ihre Centrale sind die Seiten 
eines reditwinkeligen Dreiecks. 



Zwansigstes Kapitel. 

Die Ereisbüschel. 



§ 55. Der Potenzbegrlff und die Potenzllnlen 

zweier Kreise. 

1. Wenn man in der Ebene des Kreises M durch 
einen beliebigen Punkt P Sekanten zieht (Fig. 228), so sind 
die Rechtecke aus den Abschnitten, die P mit den Kreis- 




Fig. SM. 



punkten derselben Sekante begrenzt, einander gleich. Liegt P 
aulserhalb des Kreises, so ist jedes solche Rechteck gleich dem 
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Quadrat über der durch P bestimmten Tangente; wenn P 
innerhalb des Kreises liegt, so ist das Rechteck gleich dem 
Quadrat über der Hälfte der kleinsten Sehne, die durch P 
geht. Im erstem Falle ist es also um das Quadrat über 
dem Badius kleiner als das Quadrat über dem Mittel- 
punktsabstande des Punktes P; im zweiten Falle ist es um 
das Quadrat über dem Mittelpunktsabstande von P kleiner 
als das Quadrat über dem Radius. 

Bildet man für jeden Punkt der Ebene die Differenz 




Fig. 8». 



zwischen der MaTszahl des Quadrats über seinem Mittel- 
punktsabstande und der MaTszahl des Quadrats über dem 
Radius des Kreises My so heifst diese Differenz die 
Potenz des Kreises M für den Punkt P. Die Potenz 
ist positiv für jeden Punkt aufserhalb des Kreises^ Null für 
jeden Punkt auf dem Kreise, negativ für jeden Punkt 
innerhalb des Kreises. Das Produkt aus den Malszahleu 
der Abschnitte irgend einer durch P gehenden Sekante ist 
gleich der Potenz für den Punkt P oder dieser Potenz 
entgegengesetzt, je nachdem P aufserhalb oder innerhalb 
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des Kreises liegt Für den Mittelpunkt des Kreises ist die 
Potenz der MaTszahl des Quadrats über dem Badius ent- 
gegengesetzt. Besehreibt ein Punkt einen Strahl^ der vom 
Mittelpunkte ausgeht^ so geht die Potenz für den Punkt von 
dem Werte — r* aus, geht von dem IJegativen ins Positive 
über, wenn der Punkt die Kreislinie überschreitet, und wird 
schliefslich unendlich grofs. 

2. Wenn zwei Kreise M^ und M^ sich in A und B 
schneiden, so sind fiir alle Punkte der Geraden J^S die 
Potenzen beider Kreise einander gleich (Fig. 229). 

Liegt Q auTserhalb der Geraden AB, so schneidet die 
Gerade QA entweder jeden Kreis in je einem zweiten Punkte, 
oder QA ist fiir den einen Kreis eine Tangente. Im ersten 
Falle sind die Potenzen der beiden Kreise für den Punkt Q 
den Mafszahlen der Produkte QA'QC und QA^QD be- 
ziehungsweise gleich oder entgegengesetzt, je nachdem Q 
innerhalb (aufserhalb) jedes der beiden Kreise oder inner- 
halb des einen, aber aufserhalb des andern liegt; die 
Potenzen beider Kreise für den Punkt Q sind also ver- 
schieden. Dasselbe Ergebnis erhalt man, wenn QA den 
einen Kreis berührt. Die gemeinschaftliche Sehne von 
zwei sich schneidenden Kreisen ist somit der Ort für die 
Punkte gleicher Potenz und heifst deswegen die Potenzlinie 
beider Kreise. 

Ist P ein Punkt von AB aufserhalb beider Kreise, 
so gelten ffir die Tangenten, die von P aus an beide Kreise 
gehen, die Beziehungen (Fig. 230): 

-2 _ . , 2 



PCi =^PA'PB und PC, =^ PA - PB 

also: 

Die von einem Punkte gleicher, aber positiver Potenz aus- 
gehenden Tangenten sind somit gleich, und der Punkt ist 
Mittelpunkt eines Orthogonalkreises der gegebenen Kreise. 
Wenn ^ ein Punkt der Strecke AB ist (Fig. 230), so 
sind die Quadrate über den halben Sehnen, die auf M^ Q und 
M^ Q beziehungsweise senkrecht stehen, dem Eechteck 
QA • QBf also einander gleich. Jeder Punkt gleicher, aber 
negativer Potenz ist daher Mittelpunkt eines Kreises, der 
von jedem der gegebenen Kreise unter dem Durchmesser 
geschnitten wird. 
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Wenn AB die Centrale in 8 schneidet, so gelten für 
jeden Punkt von AB die Beziehungen: 



r2 ^^-^-^i 



T% 



2 



FM^ ^PS + SM, und PM^ ^ PS + SM^ , 
mithin auch: 



2 



PM, — PM^ = SM, — SM^ . 
Für den Punkt A ist aber: 




Fig. S80. 



also ergiebt sich für jeden Punkt P von ^S die Bedingung: 



PM, — PM, « rj — rl 

Der Ort für die Punkte gleicher Potenz ist somit identisch 
mit dem Ort för alle Punkte, für die die Differenz der 
Quadrate über den Mittelpunktsabstanden gleich der Differenz 
der Quadrate über den Radien ist. Letzterer Ort existiert aber 
auch, wenn die gegebenen Kreise sich nicht schneiden (§ 39, 4); 
folglich giebt es auch eine Potenzlinie für Kreise, die 
keinen Punkt gemein haben. Der Ort für die Punkte 
gleicher Potenz zweier Kreise ist also eine Gerade, 
die auf der Centrale senkrecht steht; jeder Punkt 
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gleicher Potenz ist entweder gemeinschaftlicher 
iSndpunkt von gleichen Tangenten und Mittelpunkt 
eines Orthogonalkreises beider Kreise oder Mittel- 
punkt eines Kreises, der von jedem der gegebenen 
Kreise unter dem Durchmesser geschnitten wird, 
je nachdem die Potenz für den Punkt positiv oder 
negativ ist. 

3. Wenn zwei Kreise M^ und M^ von einem dritten 
Kreise K geschnitten werden (Fig. 231), so ist der Schnitt- 
punkt der gemeinschaftlichen Sehnen von M^ und K und 
von Jfg und K ein Punkt gleicher Potenz oder kürzer ein 
Potenzpunkt für M^ und Jfg. Wenn sich M^ und Jfg 




Fig. S81. 

nicht schneiden, so kann also die Potenzlinie unter Be- 
nutzung von zwei Hilfskreisen K erhalten werden. 

Da durch zwei Paare nicht entsprechender Punkte für 
denselben Ahnlichkeitspunkt ein Kreis gelegt werden kann, 
so schneidet die Verbindungslinie von zwei Punkten des 
einen Kreises die Verbindungslinie der nicht entsprechenden 
Punkte des andern in einem Potenzpunkte beider Kreise. 
Nicht entsprechende Punkte können aber mit alleiniger 
Hilfe des lineales konstruiert werden, also auch die 
Potenzlinie. 

4. Wenn zwei Kreise gemeinschaftliche Tangenten 
besitzen, so wird auf jeder Tangente der Abschnitt zwischen 
den Berührungspunkten durch die Potenzlinie halbiert, da 
ja von den IV^ttel punkten jener Abschnitte aus gleiche 
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Tangenten an beide Kreise gehen. Die Potenzlinie ist 
also die Achse des Streifens, der durch die beiden 
Polaren eines Ahnlichkeitspunktes bestimmt wird. 
Diese Beziehung bleibt bestehen^ wenn die gegebenen Kreise 
keine gemeinschaftlichen Tangenten besitzen. 

Ist nämUch Q der Schnittpunkt der Potenzlinie mit 
der Centrale c (Fig. 232), so ergiebt sich aus den Gleichungen: 



QM^ — QM^ 



r\ 



.2 



r\ und QM^ — QM^ = c 




Fig. S3S. 



die folgende: 



jfi«= 



c* + r\ — rl 
2c 



Wenn die Polaren des Ahnlichkeitspo&ktes Ä die Centrale 
beziehungsweise in P^ und Pg schneiden, so erhält man weiter: 



a 



n in — r,) 



ÄMi 



und M^Pi = 



»•g (n — »"2) 



folglich: 

M,P,^ '^^'^-'^^ + '* rmAM,P, + M,P, y + '-*-*-^ 
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also: 



M,Q = 



JfiP, + JfiPi 



5. Werden Kreise mit unendlich kleinem und unendlich 
grofsem Radius zugelassen^ so kann man zwei Fälle unter- 
scheiden: 1) für beide Kreise treten Punkte oder Gerade 
ein^ 2) nur der eine Kreis geht in einen Punkt oder eine 
Gerade über, oder für den einen Kreis tritt ein Punkt und 
für den andern eine Gerade ein. 

Versteht man wieder unter Q den Schnittpunkt der 
Fotenzlinie mit der Centrale der gegebenen Kreise^ so ist 

M^Q = ^, wenn jeder Kreis einen unendlich kleinen Radius 

hat; dagegen wird der Ausdruck Ti — r^^ mithin auch ilf Q^ 
unbestimmt, wenn beide Radien unendUch grofs werden. 
Die Potenzlinie zweier Punkte ist also ihre Achse, die 
Potenz linie von zwei Geraden ist unbestimmt 




Fig. 834. 



Im zweiten Falle berücksichtige man, dai's die Potenz- 
linie die Achse der Polaren eines Ahnlichkeitspunktes der 
gegebenen Gebilde ist Dann ergiebt sich: Die Potenzlinie 
eines Punktes und eines Kreises ist die Mittelsenkrechte 
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des von dem Punkte auf seine Polare geföllten Lotes; die 
Potenzlinie einer Geraden und eines Kreises oder einer 
Geraden und eines Punktes ist die Gerade selbst. 

6. Sei K ein Potenzpunkt der Kreise M^ und M^f 
KCl die Tangente an Jfi, so ist (Fig. 234 u. 235): 



-2 



:2 



KC^'^KM^'-^rl und KQ':^ KM{ -- QM^'. 

Wenn die Kreise M^ und M^ sich schneiden, so liegt 
Q innerhalb beider Kreise (Fig. 234), also: 

QM^Kr^ und KC^kKQ. 

Haben M^ und M^ keinen Punkt gemein (Fig. 235), so 
liegt Q aufserhalb jedes der gegebenen Kreise, mithin: 

QM^yr^ und KC^y KQ. 




Fig. 235. 

Da nun KG^ der Radius des Orthogonalkreises K ist, so 
wird die Centrale M^M^ durch den Kreis K im zweiten 
Falle geschnitten, im ersten aber nicht. 

Sind JKi und JE, zwei Orthogonalkreise von M^ und J^ 
(Fig. 236 u. 237), so sind auch M^ und Jf, Orthogonalkreiße 
von JEj und Ä,, mithin die Centrale Jüfi Jf, die Potenzlinie 
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der Kreise K^ und K^, Schneiden sich K^ und JS^, so ist 
jeder Schnittpunkt ein Potenzpunkt ffir die Kreise Ä^ und 
K^, mithin ein Punkt der Centrale Jf^ Jfg. 




Fig. 286. 



Schneidet der Orthogonalkreis Äj die Centrale M^M^ 
in den Punkten R und 8 (Fig. 236), so sind diese Punkte 
sowohl für Äi als auch für jeden andern Orthogonalkreis 




Fig. 287. 
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£| Punkte von der Potenz Null; jeder Orthogonalkreis von 
Ml und Mf geht also durch 22 und 5. Wird die Centrale 
MiM^ von keinem Orthogonalkreise der Kreise Mi und M^ 
geschnitten (Fig. 237), so schneiden sich keine zwei unter 
diesen Orthogonalkreisen. 

Wenn die Kreise M^ und M^ sich schneiden (Fig. 237), 
so haben je zwei Kreise, die durch ihre Schnittpunkte ge- 
legt werden, dieselbe Potenzlinie wie Mi und M^ selbst und 
für jeden Punkt der Potenzlinie auch dieselbe Potenz wie 
Ml und Mg; mithin schneiden die Orthogonalkreise von Mi 
und Mf jeden Kreis rechtwinkelig, der durch die Schnitt- 
punkte von Ml und M^ hindurchgeht 

Wenn die Ejreise Mi und M^ sich nicht schneiden 
(Fig. 236), so ist jeder Ejreis £^, der durch die Schnitt- 
punkte der Centrale MiM^ und eines Orthogonalkreises Ki 
von Ml und M^ geht, selbst ein Orthogonalkreis von Mi 
und Mf, Jeder Punkt der Centrale MiM^ ist dann 
Mittelpunkt eines Orthogonalkreises von K^ und K^ aber 
keiner dieser Orthogonalkreise schneidet die Kreise Mi 
und Jfg. Somit ergiebt sich zusammenfassend: 

Je nachdem zwei Kreise Mi und M^ sich 
schneiden oder nicht, besitzen sie unzählig viele 
Orthogonalkreise, von denen keiner den andern 
schneidet, oder jeder jeden andern in denselben 
Punkten der Centrale MiM^ schneidet In beiden 
Fällen giebt es noch unendlich viele Kreise, von 
denen je zwei dieselbe Potenzlinie und dieselben 
Orthogonalkreise besitzen wie Mi und M^ selbst; 
alle diese Kreise schneiden sich in den Schnitt- 
punkten von Ml und Jf^, oder es haben keine zwei 
unter ihnen einen gemeinschaftlichen Punkt, je 
nachdem Mi und M^ sich schneiden oder nicht. 

Die Forderung, dais ein Orthogonalkreis von Mi und 
M^ die Centrale schneidet, ist identisch mit der Forderung, 
dafs es zwei Punkte giebt, die sowohl für die Basis Mi 
als auch für die Basis M^ verwandt sind. Zwei sich 
schneidende Kreise besitzen demnach keine gemeinschaft- 
lichen verwandten Punkte; Elreise, die sich nicht schneiden, 
haben eia einziges Paar von verwandten Punkten gemein. 
Oder auch: Zwei Paare von Punkten, die auf derselben 
Gteraden liegen, werden durch ein einziges drittes Paar 
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harmonisch getrennt oder nicht, je nachdem die Punkte des 
einen Paares durch die des andern nicht getrennt oder 
getrennt werden. 

7. Alle Kreise, die durch A und B gehen, haben AB 
als gemeinschaftliche Potenzlinie und die Mittelsenkrechte 
von AB als gemeinschaftliche Centrale, und für alle Kreise, 
die jene rechtwinkelig schneiden, ist die Mittelsenkrechte 
von AB die gemeinschaftliche Potenzlinie und AB die 
gemeinschaftliche Centrale. 

Die Gesamtheit der Kreise, die eine gemeinschaftliche 
Potenzlinie und eine gemeinschaftliche Centrale besitzen, 




Fig. 288. 



bildet einen Kreisbüschel. Es sind zweierlei Kreisbüschel 
zu unterscheiden, je nachdem alle Kreise eines Büschels 
durch dieselben beiden Punkte, die Grundpunkte des 
Büschels, gehen, oder unter den Kreisen eines Büschels 
keine zwei einander schneiden. Liegen zwei Büschel so, 
dafs jeder Kreis des einen jeden Kreis des andern recht- 
winkelig schneidet, so heil'sen die Büschel konjugiert. 
Von zwei konjugierten Büscheln besitzt der eine zwei Grund- 
punkte, der andere keine; die Centrale eines Büschels ist 
die Potenzlinie des konjugierten Büschels. 

Sei 3JZ ein Büschel mit zwei Grundpunkten A und B 
(Fig. 238), M ein beliebiger Kreis des Büschels, g eine 



414 



XX. Die Kreisbüschel. 



Parallele zu der Centrale des Büschels^ die M in C und D 
schneidet^ Pder Schnittpunkt von g und AB, so eigiebt sich: 

PC'PD^PÄ'PB. 

Wenn Q der Schnittpunkt der Centrale und der Potenzlinie 
des Büschels ist^ und PD durch die kleinere Strecke QM 

— n ~X- h 

ersetzt wird, folgt weiter {^ab < T^ . Siehe § 49, 1): 



PC< 



ÄQ 
QM' 



Man kann nun M in solcher Entfernung von AB wählen, 
dafs die Strecke 



QM 



kleiner als die beliebig kleine, von 



vornherein vorgeschriebene Strecke e wird, dann wird auch 
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PC < 6, und die Punkte P und (7, d. h. je ein Punkt des 
Kreises M und der auf derselben Parallele zur Centrale 
liegende Punkt der Potenzlinie, können nicht mehr unter- 
schieden werden. Wir sind daher berechtigt, die Potenz- 
linie als einen unendlich grofsen Kreis des Büschels Wl zu 
betrachten. 

Sei ß ein Büschel ohne Grundpunkte (Fig. 239), K^ 
und K^ zwei Kreise desselben, ^^ und q^ ihre Radien, 
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M ein Orthogonalkreis von K^ und K^y der die Centrale 
ij Äg in A und J? schneidet Jeder Punkt K der Centrale, 
welcher nicht zwischen A und -B liegt, ist Mittelpunkt eines 
Kreises, der dem Büschel ^ angehört und dessen Radius q 
durch die Gleichung bestimmt wird: 

q2=.KA> KB. 
Es ist nämlich: 

Qi = K^A • K^B, 

Wird der Schnittpunkt der Potenzlinie und der Centrale 
wieder mit Q bezeichnet, so gehen diese Gleichungen über in: 

2 ÄB^ , , -^=-ri ÄB^ 



g'^RQ'^^^ und qI=-K,Q'— 
woraus folgt: 



:2 



Die Potenzlinie der Kreise K und K^ ist also das in Q 
auf K^K^ errichtete Lot, somit identisch mit der Potenz- 
linie der Kreise K^ und K^ , d. h. der Kreis K gehört dem 
Büschel ffi an. ^ Al3^ 

Man kann nun K so wählen, dafs KQ — < e^ 

4 

wird, wenn e wieder eine beliebig kleine, von vornherein 

vorgeschriebene Strecke ist; dann wird q <e. Wurde K 

in der Halbebene A gewählt, so folgt weiter: 

KA{KA + AB)<e^ und KA<-f=. 

AB 

Ist nun Z) der Punkt des Kreises Ky der von A den 
grölsten Abstand hat, so erhält man schliefslich: 

AB^Q + KA und^D<fi + -^. 

Ajj 

Die Punkte des Kreises Ä" können daher nicht mehr von 
dem Punkte A unterschieden werden, mithin mufs der Punkt A 
als ein unendlich kleiner Kreis oder ein Punktkreis des 
Büschels Sl aufgefafst werden. Dasselbe gilt vom Punkte B, 
Die Potenzlinie des Büschels S* ist wieder als der unendlich 
grol'se Kreis des Büschels S zu betrachten. 
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8. Sei 3Jl ein Büschel mit den Grundpunkten A und B 
(Fig. 240). 

Da jeder Kreis des Büschels 2St durch A und S geht, 
so ist bezüglich des Kreises um A mit dem Radius AB 

{'edem Kreise des Kreisbüschels JD? eine Gerade des Strahlen- 
>fischels B verwandt (§ 52, 4). Jede Eigenschaft eines 
Kreises des Büschels 9)? kann daher auf eine Gerade des 
Büschels B übertragen werden^ und zu jeder Eigenschaft 
einer Geraden des Strahlenbüschels gehört eine entsprechende 
Eigenschaft eines Kreises des Kreisbüschels. 

Durch jeden Punkt der Ebene wird eine einzige Gerade 
des Strahlenbüschels bestimmt^ folglich geht dturch jeden 
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Punkt der Ebene ein einziger Ejreis des Kreisbüschels. In 
dem Strahlenbüschel B giebt es eine einzige Gerade, die 
einen gegebenen Kreis rechtwinkelig schneidet; also enthält 
der Kreisbüschel Wl einen einzigen Kreis, der einen 
gegebenen Kreis rechtwinkelig schneidet. Dem Strahlen- 
büschel B gehören im allgemeinen zwei Gerade an, 
die einen gegebenen Kreis unter einem gegebenen Winkel 
schneiden oder einen gegebenen Kreis Serühren; folglich 
giebt es in dem Kreisbüschel ^ im allgemeinen auch zwei 
Kreise, die einen gegebenen Kreis unter einem gegebenen 
Winkel schneiden oder einen gegebenen Kreis berühren. 

Sei Ä ein Kreisbüschel ohne Grundpunkte (Fig. 241), 
A und B die Punktkreise des Büschels, 3JI der konjugierte 
K!reisbüschel. 
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Wird der Kreis um A mit dem Badius AB als 
Basis einer Kreisverwandtschaft angenommen, so ist jeder 
Strahl des Strahlenbüschels B einem Kreise des Kreis- 
büschels ÜR verwandt Den Kreisen des Büschels ß ist 







also die Gesamtheit aller Ejreise verwandt, die jeden Strahl 
des Strahlenbüschels B rechtwinkelig schneiden, also die 
Gesamtheit der konzentrischen Kreise um den Punkt J?, 
der konzentrische Kreisbüschel 95. Jede Eigenschaft eines 
Kreises des Kreisbüschels ß ist somit übertragbar auf 
einen Kreis des konzentrischen Kreisbüschels SB, und um- 
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gekehrt entspricht jeder Eigenschaft, die den Kreisen des 
Büschels Q zukommt, eine Eigenschaft der Kreise des 
Bfischels 5t. So giebt es z. B. in dem Büschel S3 im all- 
gemeinen zwei Kreise, die einen gegebenen Kreis berühren, 
folglich gehören im iJlgemeinen auch dem Büschel ^ zwei 
Kreise an, die einen gegebenen Kreis berühren. Man gelangt 
so bei den Kreisen des Büschels £ zu denselben Ergeb- 
nissen wie vorher bei den Kreisen des Büschels Wfl. 




Fig. t48. 



Sei N ein beliebiger Kreis der Ebene, ÜR ein Kreis- 
büschel der einen oder der andern Art (Fig. 242). 

Wenn der Kreis N von einem Kreise ilf des Büschels SD? 
unter dem Durchmesser EF geschnitten wird, so ist der 
Schnittpunkt 8 des Durchmessers EF mit der Potenzlinie p des 
Büschels SR ein Punkt gleicher Potenz für den Kreis N und 
alle Kreise des Büschels 3Jt. Jeder Kreis des Büschels 3Jt be- 
stimmt daher mit dem Kreise N eine Potenzlinie, die durch S 
geht; folglich kann 8 mit HUfe eines beliebigen Kreises des 
Büschels aR konstruiert werden. Durch 8 wird aber ein 
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einziger Durchmesser des Kreises N bestimmt^ also auch 
ein einziger Kreis des Büschels 9K, der N unter einem 
Durchmesser schneidet. Die erhaltenen Ergebnisse werden 
in folgendem Satze zusammengefal'st: In jedem Kreis- 
büschel giebt es einen einzigen Kreis^ der durch 
einen gegebenen Punkt geht oder einen gegebenen 
Kreis rechtwinkelig oder unter einem Durchmesser 
schneidet^ aber im allgemeinen zwei Kreise^ die 
eine gegebene Gerade oder einen gegebenen Kreis 




Fig. 248. 



berühren oder unter einem gegebenen Winkel 
schneiden. 

9. Dafs es in einem Kreisbüschel einen einzigen Kreis 
giebt^ der einen gegebenen Kreis diametral schneidet, kann 
mit denselben Hilfsmitteln bewiesen werden wie die übrigen 
Teüe des vorstehenden Satzes. Wenn die vorigen Bezeich- 
nungen angewendet werden^ so ist bezüglich der Basis A 
dem Kreisbüschel 3K der Strahlenbüschel B und dem zu 3R 
konjugierten Büschel ^ der konzentrische Kreisbüschel ^, 

27* 
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dem gegebenen Kreise N ein Kreis N\ seinem IVIittelpunkte N 
ein Punkt Sß' verwandt (Fig. 243). Jedem Durclunesser des 
Kreises N ist ein Kreis verwandt^ der durch A und Sß' geht, 
d. h. ein Kreis eines Btisehels 2)^ dessen Grundpunkte A und 
31' sind. Wenn D ein beliebiger Kreis dieses Büschels ist, 
der JY' in JE und F sclmeidet^ so ist EF die Potenzlinie 
der Kreise D und N'; mithin ist P, der Schnittpunkt von FF 
und AN, ein Punkt gleicher Potenz für den Kreis IT und 
jeden Kreis des Büschels ^. Jeder Kreis des Büschels ® 
bestimmt also mit IT eine Potenzlinie^ die durch P geht; 
P kann daher mit Hilfe eines beliebigen Elreises des 
Büschels 2) konstruiert werden. 

Jede Gerade^ die durch P geht, bestinmit auf dem 
Kreise JV* zwei Punkte, durch die ein Kreis des Büschels 5) 
gelegt werden kann. Zu diesen Geraden gehört ein einziger 
Strahl des Strahlenbüschels P, nämlich der Strahl PP(Pig. 243), 
und eine einzige Gerade g (Fig. 244), die den Kreis N' in 
zwei Punkten schneidet, die von P gleiche Abstände haben, 
nämlich das von P auf BN gefällte Lot. 

Die Schnittpunkte der Geraden PP und des Kreises JV 
(Fig. 243), die Punkte 6r' und H\ bestimmen einen Kreis Di 
des Büschels ®, dem ein Durchmesser von N verwandt ist 
Die Endpunkte dieses Durchmessers sind den Schnittpunkten 
der Geraden BP mit dem Kreise N' verwandt; sie liegen 
also auf dem Kreise, der mit BP verwandt ist. Dieser ist 
aber ein Kreis des Büschels ^, also der einzige dieses 
Büschels, der N unter einem Durchmesser schneidet. 

Die Schnittpunkte e7", L' der Geraden g und des 
Kreises N' (Fig. 244) bestimmen einen Kreis Pg des 
Büschels ® und sind daher den Endpunkten eines Durch- 
messers des Kreises N verwandt. Da sie aber von P gleiche 
Abstände haben, so kann durch sie ein Kreis des konzen- 
trischen Büschels SB gelegt werden. Somit geht durch ihre 
verwandten Punkte J, L auf dem Kreise N ein Kreis des 
Büschels Ä, der einzige dieses Büschels, welcher den ge- 
gebenen Kreis N unter einem Durchmesser schneidet. 

10. Wenn die Kreise Mi und M^ von dem Kreise K 
unter den Durchmessern P^ Ci und P| C^ geschnitten 
werden (Fig. 245), so ist: 

^M^^KW^ — rl und KM^ ^WW^ — r\, 
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folglich, da KB^ = KB^ ist: 



-8 



rl 



Der Ort für K ist also eine zu der Centrale M^M^ senk- 
rechte Gerade (§ 39, 4). 




Flg. 844, 



Für jeden Punkt P der Potenzlinie der Ejreise M^ 



und M^ ist nun: 



-2 

»2 



P Jfi — P Jfg - r J . 

Jeder Mittelpunkt eines Ejreises, der M^ und JM^ diametral 
schneidet, liegt also zu dem Mittelpunkte eines Orthogonal- 
kreises von JfeT^ und M^ in Bezug auf die Mittelsenkrechte 
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der Centrale symmetrisch, oder: Der Ort für die Mittel- 
punkte aller Diametralkreise von zwei gegebenen 
Kreisen ist eine Gerade^ die zu der Potenzlinie 
beider Kreise bezüglich der Mittelsenkrechten der 
Centrale symmetrisch liegt. 

Der Ort heifst die zweite Potenzlinie der gegebenen Kreise. 

11. Sind K^ und K^ zwei Kreise, die M^ und ü^ 
diametral schneiden, q^ und q^ ihre Radien, so ist: 




Fig. 845. 
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K^M^'^qI - rl und K^M^ = ' 
folglich auch: 



r\, 
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Ebenso ergiebt sich: 
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2 
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Jf^Zi - M^K^ =^1-02. 
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Die Punkte M^ und M^ sind demnach Potenzpunkte der 
Kreise K^ und JK^, die Centrale M^M^ also ihre Potenz- 
linie. Alle Ejreise; die M^ und M^ diametral schneiden^ 
haben demnach die gemeinschaftliche Potenzlinie M^M^. 
Jeder Diametralkreis von M^ und M^ schneidet aber MiM^t 
folglich schneiden sie diese Gerade in denselben beiden 
Punkten, und eff folgt: Alle Kreise, die zwei gegebene 




Fig. S46. 



Kreise unter einem Durchmesser schneiden, bilden 
einen Kreisbüschel mit zwei Grundpunkten. 

12. Wenn der Kreis K^ vom Radius q^ den Kreis M^ 
diametral und den Kreis M^ orthogonal schneidet (Fig. 246), 
so ist: 



2 



-2 



2 



2 



2 



also: 



q\ = K^M^ +rr und q\^K^M^ — rj, 



2 



K^M^ — K^M^ =^r\ + ri. 



Der Ort für K^ ist somit eine Gerade, die auf der 
Centrale M^M^ senkrecht steht. 



424 XX. Die Kreifbflschel. 

Ist K^ ein Kreis derselben Art wie K^j so hat so- 
wohl K^ als auch K^ im Punkte Mi die Potenz — r\ und 

im Punkte M^ die Potenz +^1; folglich ist M^M^ die 
Potenzlinie für alle Kreise, die M^ diametral und M^ ortho- 
gonal schneiden. Da diese Kreise aber die Gerade M^M^ 
schneiden, so folgt: Alle Kreise, die den einen von 
zwei gegebenen Kreisen diametral, den andern 
orthogonal schneiden, bilden einen Büschel mit 
zwei Örundpunkten. 

Der Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, die M^ 
orthogonal und M^ diametral schneiden, ist wieder eine 
Gerade, deren Punkte K der Gleichung genügen: 

Diese Gerade liegt also zu der vorigen bezüglich der 
Mittelsenkrechten der Centrale symmetrisch. Beide Gerade 
heifsen die Potenzlinien dritter Art 

13. Sind M^i M^j M^ drei gegebene Kreise, so schneidet 
jeder Orthogonalkreis der äufsem Basis J.» die Kreise Mi 
und M2f und jeder Orthogonalkreis der Basis Äi^ die 
Kreise Mi und Mg unter gleichen Winkeln. Die gemein- 
schaftlichen Orthogonalkreise von u^^, ^^^ -^is schneiden 
somit die drei gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln 
und sind daher auch Orthogonalkreise der äufsem Basis ^3. 
Letzterer Kreis gehört somit dem durch An und Ais be- 
stimmten Kreisbüschel an (Fig. 247). Die genannten Ortho- 
gonalkreise bilden den konjugierten Büschel. 

Jeder Orthogonalkreis, bez. jeder Diametralkreis, der 
innem Basis J^g schneidet Mi und M^ unter Supplement- 
winkeln. Jeder Kreis, der An orthogonal und zugleich J^ 
orthogonal oder diametral schneidet, schneidet somit zwei 
von den gegebenen Kreisen unter gleichen Winkeln, den 
dritten unter dem Supplementwinkel. Alle diese Kreise 
bilden wieder einen Büschel und schneiden auch die 
Basis eTj» orthogonal oder diametral. .. 

Zu jeder der durch A^ gehenden Ahnlichkeitsachsen ge- 
hört ein Büschel von Kreisen, die die gegebenen Kreise unter 
gleichen Winkeln oder zwei von ihnen unter gleichen, den 
dritten unter dem Supplementwinkel schneiden. Da für 
jede der beiden andern Ähnlichkeitsachsen dasselbe gut, so 
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folgt: Die Gesamtheit der Kreise» die drei gegebene 
unter gleichen Winkeln^ bez. zwei von ihnen unter 
gleichen, den dritten unter dem Supplementwinkel 
schneiden, besteht aus vier Kreisbüscheln. 

14. Sind vier Kreise M^y Jlfj, M^,^ M^ gegeben, so 
gehören zu ihnen 6 äufsere und 6 innere Ahnlichkeitspunkte: 

-^IS» -4l8> -^U^ -^28* -^24f -^84> «M8? «M8> <M4^ JfAy ^Uf «/»4- 

Zu jeder Ahnlichkeitsachse der drei ersten Kreise ge- 
hört ein Büschel von Kreisen, die jene unter gleichen oder 
unter Supplementwinkeln schneiden. Jeder dieser Büschel 
enthalt einen einzigen Kreis, der eine vorgeschriebene Basis 
mit dem Zeiger 4 orthogonal oder diametral schneidet. 
Schneidet jener Kreis aber eine Basis mit dem Zeiger 4 in der 
angegebenen Weise, so ist er noch für zwei andere Basen, 
die den Zeiger 4 tragen, ein Orthogonalkreis oder ein Diametral- 
kreis (siehe die Zusammenstellung). Folglich gehören zu 
jeder Ahnlichkeitsachse der drei ersten Ejreise zwei Kreise, 
die je drei Grundkreise mit dem Zeiger 4 orthogonal oder 
diametral schneiden; im ganzen giebt es also acht solcher 
Kreise. Die Grundkreise, die von einem und demselben 
Ejreise rechtwinkelig oder unter dem- Durchmesser ge- 
schnitten werden, sind in folgender Tabelle zusanunengestellt: 

1) ^12 -4.18 -^28 «^14 -a-24 -^4 

2) Ali Alz A2B JlA «/24 «'m 

3) Alt «M8 «^28 -^14 -^84 «/m 

4) -4.12 «^18 «^28 -^84 «^24 «'14 

5) Ais «^12 «^28 -4-14 A^ e/jji 

6) Ais J\2 «^28 -4.24 «^14 «Aw 

7) -4.28 «^12 «^18 -4i4 J24 «^84 

8) -4.28 «M2 «M8 -424 «M4 -4^4« 

Man erhält somit einen Kreis, der die vier gegebenen 
Kreise unter gleichen Winkeln schneidet; vier Kreise, die 
drei der gegebenen unter gleichen Winkeln, den vierten 
unter dem Supplementwinkel schneiden; und drei Kreise, 
die zwei der gegebenen unter gleichen Winkeln, die beiden 
übrigen unter dem Supplementwinkel schneiden. 



§ 56. Der Potenzbegriff nnd die Potenzlinien zweier Kreise. 427 

15. Zu der Gesamtheit der Kreise, die drei gegebene ^^^ 
unter gleichen Winkehi oder zwei von ihnen unter gleichen, LX\ 
den £itten unter dem Supplementwinkel schneiden, ge- 
hören auch die Berührungsfa'eise der gegebenen Kreise. 
Der Winkel zweier Kreise ist gleich Null oder gleich zwei 
Kechten, je nachdem eine einschliefsende oder eine aus- 
schliefsende Berührung vorliegt. Die Berührungskreise ge- 
hören also vier Kreisbüscheln an. Jeder Büschel enthält 
aber im allgemeinen zwei Kreise, die einen gegebenen Kreis 
berühren; folglich besitzen die drei gegebenen Kreise im 
allgemeinen acht BerührungskreiBe. 

Wir beschranken uns auf die Konstruktion der Kreise K 
und K^f von denen K die Kreise M^ und Jf^ ausschliefsend 
in Bi und jBg und M^ einschliefsend in. B^, K^ aber M^ 
und M2 einschliefsend in 0^ und C2 und Mq ausschliefsend in 
(7g berührt (Fig. 248). Beide Kreise gehören dem Büschel an, 
dessen Kreise die Basis ^^12 rechtwinkelig und die Basen eT'ig 
und c7'28 unter dem Durchmesser schneiden; mithin ist die 
Ahnlichkeitsachse A12 J13 J23 oder a die Potenzlinie von 
K und K^. 

Die gemeinschaftliche Tangente von M^ und K im 
Punkte B^ ist die Potenzlinie von M^ und K, und 
die gemeinschaftliche Tangente von M^ und K^ im 
Punkte C^ die Potenzlinie von M^ und Ä^; mithin ist 
der Schnittpunkt beider Tangenten ein Potenzpunkt von K 
und K^f also ein Punkt der Ahnlichkeitsachse a der ge- 
gebenen Kreise. Dieser Schnittpunkt ist aber auch der 
Pol von B^Cx für den Kreis Jf^. Geht aber a durch den 
Pol von B^Gif so geht auch B^Gi durch den Pol P^ von a 
bezüglich des Kreises M^, Somit geht auch B2C2 durch 
den Pol Pj von a bezüglich Jf^ und B^Cq durch den 
Pol P3 von a bezüglich Jfg. 

Die Kreise K und K' werden von Mi ungleichartig 
berührt, folglich geht B^Gi durch den innem Almlichkeits- 
punkt von K und R\ Dasselbe gilt für B2G2 und B^C^. 
Diese drei Geraden schneiden sich also in einem und 
demselben Punkte J, Da nun B^ und C^, B^ und Cg, 
B^ und Cg nicht entsprechende Punkte der Kreise K 
und K' sind, so ist: 

JBi » JCi = JB2 • J O2 = JBq • JC^, 



428 



XX. Die Ereiibüichel. 




§ 65. Der Fotenzbegriff und die Potenzlinien zweier Kreide. 429 

Der Punkt J ist also der Poteozpunkt der gegebenen 
Kreise, der Schnittpunkt ihrer Potenzlinien. 

Da die Punkte J", P^, Pg und P3 konstruierbar sind, 
so sind auch die Berührungspunkte bestimmt, und die 
Au%abe ist darauf zurückgeführt, einen Kreis durch drei 
gegebene Punkte zu legen. 

Nach derselben Methode können alle besondern Fälle 
des Berührungsproblems behandelt werden, bei denen unter 
den gegebenen Kreisen mindestens einer vorkommt, dessen 
Radius weder unendlich klein noch unendlich grofs ist. 
Bei den übrigep Fällen versagt das Verfahren, da bei 
zwei Punkten die Lage der Ahnlichkeitspunkte und bei 
zwei Geraden die Lage der Potenzlinien unbestimmt ist. 
Diese Fälle aber, nämlich TTT, PP6f, PC?6f, GGG be- 
dürfen keiner weitem Betrachtung. 
* 

Übungen zu § 55. 

1. Den Ort für die Spitze eines Dreiecks zu zeichnen, 
von dem eine Seite und die Differenz der Quadrate über 
den beiden andera Seiten gegeben ist. 

2. Einen Kreis zu zeichnen, der drei gegebene Kreise 
rechtwinkelig oder unter einem Durchmesser schneidet. 
Welche Eigenschaften besitzt der Mittelpunkt des gesuchten 
Kreises? 

3. Mit gegebenem Radius einen Ejreis zu zeichnen, 
der von zwei sich schneidenden Kreisen unter dem Durch- 
messer geschnitten wird oder von zwei gegebenen Kreisen 
rechtwinkelig geschnitten wird. 

4. Von einem Ejreisbüschel kennt man die Potenzlinie, 
einen Punkt der Centrale und zwei Punkte, die auf einer 
gegebenen Geraden oder auf einem gegebenen Kreise von 
einem Kreise des Büschels ausgeschnitten werden. Li 
welchen Punkten wird die gegebene Gerade (oder der ge- 
gebene Kreis) von einem Kreise des Büschels berührt? 

5. Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene Kreise 
orthogonal oder beide diametral oder den eüien orthogonal 
und den andern diametral schneidet und 1) durch einen 
gegebenen Punkt geht oder 2) eine gegebene Gerade be- 
rührt oder 3) einen gegebenen Kreis berührt oder 4) eine 
gegebene Gerade unter einem gegebenen Winkel schneidet 
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oder 5) einen gegebenen Kreis unter einem gegebenen Winkel 
schneidet. 

6. Einen Kreis zu zeichnen, der drei gegebene Kreise 
unter einem gegebenen Winkel oder zwei von ihnen unter 
einem gegebenen Winkel, den dritten unter dem Supplement- 
winkel schneidet 

7. Einen Kreis zu zeichnen, der vier gegebene Kreise 
unter gleichen Winkeln schneidet oder drei von ihnen unter 
gleichen Winkeln und den vierten unter dem Supplement- 
winkel oder zwei von ihnen unter gleichen Winkeln und 
die beiden übrigen unter dem Supplementwinkel schneidet 

8. Einen Kreis zu zeichnen, der drei gegebene Kreise 
unter gleichen Winkeln oder zwei von ihnen unter gleichen 
Winkeln, den dritten unter dem Supplementwinkel schneidet 
und aulserdem 1) durch einen gegebenen Punkt geht oder 
2) eine gegebene Gerade berührt oder 3) einen gegebenen 
Kreis berührt oder 4) einen gegebenen Kreis rechtwinkelig 
schneidet oder 5) eine gegebene Gerade unter einem ge- 
gebenen Winkel schneidet oder 6) einen gegebenen Kreis 
unter einem gegebenen Winkel schneidet oder 7) einen ge- 
gebenen Kreis diametral schneidet. 

9. Alle Kreise, welche drei gegebene Gerade unter 
gleichen Winkeln schneiden, gehören vier konzentrischen 
Kreisbüscheln an. 

10. Einen Kreis zu zeichnen, der drei gegebene Gerade 
und einen gegebenen Kreis oder zwei gegebene Gerade 
und zwei gegebene Kreise oder eine gegebene Gerade und 
drei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln schneidet. 

11. Die besondem Fälle des Berührungsproblems nach 
der allgemeinen Methode zu lösen. 
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